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INDLEDNING. 



1. Algebra er en Lære om Tegnsprog; da der 
imidlertid gives Tegnsprog, som ikke passende kunne 
føres ind under Begrebet Algebra, ville vi begrænse 
Definitionen saaledes: 

1) Sproget maa indeholde Betegnelser, som kunne 
anvendes til at karakterisere Individerne i en eller 
flere, endelige eller uendelige Grupper. Betegnelserne 
li Algebraen have kun den Betydning, at de karak- 
^-terisere noget forskelligt; først ved Anvendelserne 
^ bliver det forskellige nærmere bestemt, f. Eks. som 
' de forskellige Omsætninger af et givet Antal Elementer 
(endelig Gruppe), en Kurvfes Punkter eller Tangenter 
^ (enkelt uendelig Gruppe), en Plans Punkter (dobbelt 
' uendelig Gruppe), Rummets Punkter eller dets Drej- 
ninger om et fast Punkt (tredobbelt uendelige 
Grupper) o. s. v. 



2 INDLEDNING. 

2) Sproget maa indeholde Betegnelser for visse Opera- 
tioner, ved hvilke Gruppens Individer sættes i For- 
bindelse med hverandre. 

eS) Sproget maa indeholde Identitetstegnet =, der an- 
giver, at de derved forbundne Individer ere identiske, 
eller i alt Fald ved den foreliggende Undersøgelse 
skulle opfattes som identiske. 

2. Der maa være givet visse Grundligninger, som 
karakterisere de Grupper, man behandler; vil man an- 
vende Algebraen paa en Gruppe af Individer, maa man 
undersøge, om denne tilfredsstiller de Grundligninger, 
paa hvilke Algebraen hviler. Medens Grundligningerne, 
videnskabelig talt, ere vilkaarlige, vil man naturligvis i 
Praksis kun vælge saadanne, der passe paa Grupper, 
der have Interesse. Saaledes gælder Grundligningen 
ah = ba ved de almindelige Anvendelser, men ikke, 
naar Gruppen f. Eks. bestaar af Rummets Drejninger om 
Akser gennem et fast Punkt, og Multiplikation betyder 
Sammensætning af saadanne Drejninger. 

3. Da Algebraens videre Udvikling alene bygges 
paa Grundligningerne og føres videre ad rent logisk Vej, 
blive saadanne Grupper, hvis Individer svare entydig til 
hinanden, ensgældende; thi, naar man opererer med 
Individerne i den ene Gruppe, kan man overalt tænke 
sig disse erstattede ved de tilsvarende Individer i den 
anden Gruppe. Saaledes vil den almindelige Algebra, 
der behandler en enkelt uendelig Gruppe af Individer, 
der kunne repræsenteres ved en ret Linies Punkter, lige 
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saa godt kunne anvendes paa enhver Kurve af Slægten 
Nul; thi Punkterne af en saadan kunne bringes til at 
svare en -entydig til Punkterne af en ret Linie. Betyd- 
ningen af Operationstegnene maa da overføres fra den 
ene Gruppe til den anden ved Hjælp af den Lov, der 
bestemmer, hvorledes Punkterne parvis svare til hin- 
anden. 

De komplekse Tal kunne, som bekendt, paa uendelig 
mange Maader* parres med (bringes til at svare en- 
entydig til) en Plans Punkter. Vi ville i det følgende 
benytte den sædvanlige Fremstilling, hvor de rent imagi- 
nære Tals Akse er vinkelret paa de reelle Tals Akse 
og ^^ = — 1. Operationstegnenes geometriske Betyd- 
ning og den videre Udvikling ved denne Overførelse 
forudsættes bekendt. Vi ville ingen Forskel gøre paa et 
komplekst Tal og det tilsvarende Punkt, saa at et Bog- 
stav, der betegner det ene, lige saa godt betegner det 
andet. Modulus til et komplekst Tal a betegnes af 
Weierstrass ved \a\ og kaldes Tallets numeriske Værdi 
(der absolute Betrag). 

Det uhyre Fremskridt, som Indførelsen af det dob- 
belt uendelige Talsystem medførte for Matematikken, 
førte naturligt til Undersøgelse af flerdobbelt uendelige 
Talsystemer; disse Undersøgelser, der begyndtes i et 
specielt Tilfælde af Hamilton, senere mere almindeligt 
af Weierstrass og fortsattes af flere andre Forfattere**, 



* Se Forf.s Afhandling i Tidsskrift for Matematik 1885 Pg. 1 ff. 
** Se Forfs Afhandling i Gdttinger Nachrichten 1887. Nr. 17. 



4 INDLEDNING. 

synes at vise, at de flerdimensionale Tal kun kunne 
komme til at spille en temmelig underordnet Rolle. 
De eneste Systemer, der hidtil have faaet nogen Be- 
tydning er Hamiltons Kvaternioner og de af Gauss i 
Talteorien indførte ideale Tal. 



KAPITEL L 

KONFORM AFBILDNING. MONOGENE FUNKTIONER. 



PORTEGN. 

1. En Plan har to Sider, som vi, idet vi tænke os 
Planen vandret, ville kalde den øvre og nedre Side. 
En Linie i Planen beskriver en voksende Vinkel, naar 
man, staaende paa Planen, ser Linien dreje modsat Ur- 
viseren. Et retvinklet Koordinatsystem lægges saaledes, 

at {X¥) = -Q, medens ;?-Aksen er positiv opefter. 

Et Areal er sammenhængende, naar man ved en 
kontinuert Bevægelse kan komme fra ethvert af dets 
Punkter til ethvert andet af dets Punkter, uden at pas- 
sere dets Begrænsning. 

En endelig, sammenhængende Del af Planen be- 
grænses af en eller flere lukkede Kurver, Randkurverne; 
om disse forudsætte vi, at ingen af dem skærer sig selv 
eller nogen af de andre; er der flere Randkurver, maa 
den ene af dem omslutte de andre, 
medens disse ligge helt uden for hver- 
andre. Vi gennemløbe Randkurverne 
i positiv Retning, naar vi, gaaende paa 
Planen, stadig have Arealet paa venstre 
Haand. Opfattes Punktet som et 
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uendelig lille Fladestykke, er herved den positive Omløbs- 
retning om Punktet bestemt. En Tangent til en Rand- 
kurve faar samme positive Retning, T, som Bueelementet, 
medens Normalens positive Retning, N^ er ind imod 

Arealet; man har altsaa (TN) = -f-^. 

Det udviklede gælder i Almindelighed ogsaa for 
krumme Flader med to Sider, svarende til Planens øvre 
og nedre Side. 



t 



DEN STEREOGRAPISKE PROJEKTION. 

2. Vi lægge en Kugle med Radius 1 saaledes, at 
den rører vor Plan i dennes Nulpunkt, O, og falder 
under Planen. Gennem Kuglens diametralt modsatte 

Punkt Oj trække vi Linier, 
og disses Skæringspunkter 
med Kugle og Plan be- 
stemme en en -entydig 
Forbindelse mellem disses 
Punkter. ( Stereografisk 
Projektion ). Tilsynela- 
dende svare til eet Punkt 
af Planen to Punkter af Kuglen, men det ene af disse 
er altid det faste Punkt 0^, som man kan se bort fra. 
Set fra et andet Synspunkt betyder den en-entydige For- 
bindelse mellem Punkterne, at ethvert Punkt, naar det 
tilsvarende er givet, bestemmes ved en Ligning af første 
Grad. Denne Ligning vil her, naar Kuglens Punkt søges, 
være af anden Grad, men have en til det faste Punkt 
Oj svarende konstant Rod, hvis. tilsvarende lineære Faktor 
kan bortdivideres. Punktet 0^ kommer derfor kun til at 
svare til saadanne Punkter i Planen, for hvilke det 
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bevægelige Skæringspunkt rykker ned i Oj. Dette gælder 
om alle Planens uendelig fjerne Punkter, og 0^ danner 
saaledes en Undtagelse, idet det svarer til alle uendelig 
fjerne Punkter i Planen. For at befri sig for dette 
Undtagelsestilfælde, fingerer man ofte, at alle Planens 
uendelig fjerne Punkter falde sammen i eet Punkt, x. 
Idet Kuglens Punkter svare en -entydig til Planens og 
disse atter en-entydig til de komplekse Tal, faa vi be- 
stemt en en -entydig Forbindelse mellem disse og Kug- 
lens Punkter; vi betegne derfor ethvert af Kuglens 
Punkter ved det samme komplekse Tal som det til- 
svarende Punkt i Planen. 

Naar to Flader (eller Fladestykker) paa en eller 
anden Maade ere bragte til at svare til hinanden Punkt 
for Punkt, sige vi, at den ene Flade er afbildet paa den 
anden. Til en Kurve paa den ene Flade svarer da en 
Kurve paa den anden Flade, og til et Skæringspunkt 
for to Kurver paa den ene Flade svarer et Skæringspunkt 
for de to tilsvarende Kurver- paa den anden. Dersom 
nu to viikaarlige Kurver, der trækkes gennem et vilkaar- 
ligt Punkt, danne samme Vinkel (Tangenternes Vinkel, 
regnet med Fortegn) som deres Billeder ved det til- 
svarende Punkt, kaldes Afbildningen konform; dog be- 
nyttes denne Betegnelse, selv om der er visse Undtagelses- 
punkter, ved hvilke Vinklerne ikke blive lige store, og 
det følgende vil vise os, at netop disse Undtagelses- 
punkter spille en Hovedrolle. Figurer, der ere konforme 
Afbildninger af hinanden, ere paa Grund af Vinklernes 
Ligestorhed ligedannede i deres uendelig smaa Dele. 

Vi ville nu nærmere undersøge den stereografiske 
Afbildning og først vise, at der til en Cirkel i Planen 
svarer en Cirkel paa Kuglen. 
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En Plan, parallel med og uendelig nær ved Tangent- 
planen i Oj, skærer Kuglen i en uendelig lille Cirkel; 
denne og en vilkaarlig Cirkel i vor oprindelige Plan have 
et Lighedspunkt, der ligger uendelig nær ved 0^, En 
Kegle, der har dette Punkt til Toppunkt og Cirklen til 
Ledekurve, skærer Kuglen i en Kurve, der er uendelig 
lidt forskellig fra Cirklens Billede. Som bekendt ville 
imidlertid to Flader af anden Orden, der skære hinanden 
i een plan Kurve, ogsaa skære hinanden i en anden plan 
Kurve; Billedet er derfor en plan Kurve, det vil sige en 
Cirkel. Da en ret Linie er en Cirkel med uendelig 
fjerne Punkter, bliver dens Billede en Cirkel gennem 0^. 

Den stereografiske Afbildning er konform ; lad nemlig 
AB og AC være to vilkaarlige Linier i Planen og A 
projiceres paa Kuglen i A^, AB og AC projiceres da 
paa Kuglen i to Cirkler, der skære hinanden i A^ og 
Oj og ved de to Skæringspunkter, paa Grund af Sym- 
metrien, danne lige store Vinkler. Da nu Vinklen ved 
Oj er lig Vinklen BAC, bliver Vinklen ved A^ det ogsaa. 
Man ser let, at O^A > O^A^ er konstant, saa at den stereo- 
grafiske Afbildning kan betragtes som en Inversjon i 
Rummet med Inversjonscentret 0^. Enhver Flade af- 
bildes konformt ved at inverteres ; vi se nemlig, at Vink- 
lerne ikke forandres, naar vi betragte Omegnen af et af 
Fladens Punkter som sammenfaldende med Tangentplanen. 

Den stereograflske Projektion, der anvendes ved 
Korttegning, var allerede kendt i Oldtiden (Hipparch, 
Ptolemæus) 'saavel som dens Egenskab at afbilde Cirkler 
som Cirkler. Derimod var vistnok Hook den første, 
der bemærkede, at Afbildningen er konform. 

3. Vi kende allerede fra den elementære Geometri 
forskellige simple konforme Afbildninger af Planen i 



KONFORM AFBILDNING. MONOGENE FUNKTIONER. 9 

denne seh', idet kongruente, ligedannede og inverse Figurer 
ere konforme Afbildninger af hinanden, de sidste dog 
saaledes, at de lige store Vinkler faa modsatte Fortegn. 
Vi kunne bestemme disse Afbildninger ved simple Lig- 
ninger; saaledes udtrykker Ligningen 

hvor a er en kompleks Konstant, at Punkterne z og iv 
beskrive kongruente Figurer, der dannes af hinanden 
ved en i Størrelse og Retning ved a bestemt Parallel- 
forskydning. Ligningen 

w = az 

udtrykker, at den af w beskrevne Figur er dannet af 
den af z beskrevne ved en Drejning om Nulpunktet, for 
hvilken Drejningsvinklen er Argumentet, medens Drej- 
nihgsforholdet er Modulus til «. Ligningen 

1 
w = — 

z 

udtrykker, at den af w beskrevne Figur er dannet af 
den af z beskrevne ved en Inversjon og en Omlægning. 
Ved en lineær Ændring af en Figur forstaa vi en 
Ændring, bestemt ved Ligningen 

a -\-bz 
c-\- az 

hvor a, h^ c og d ere vilkaarlige, komplekse Konstanter, 
dog saadanne, at Brøken ikke reduceres til en Konstant, 
eller at dens Determinant, ad — &c, ikke er Nul. Ved 
paa passende Maade at anvende de tidligere angivne 
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Ændringer efter hinanden kan man danne den almindelige 
lineære Ændring, og denne maa derfor bestemme en kon- 
form Afbildning. Man siger om to af tv og z samtidig 
beskrevne Figurer, at de ere i Cirkelslægtskab, fordi en 
Cirkel (derunder indbefattet ret Linie) i den ene Figur 
afbildes som en Cirkel i den anden. 

Da den stereografiske Afbildning er konform, ville 
lineære Ændringer paa Kuglen ogsaa give konforme 
Afbildninger. 



MONOGENE PUNKTIONER. 

4. Vi sige, at iv er en Funktion af z, naar der paa 
en eller anden Maade er bestemt en saadan Forbindelse 
mellem de to Størrelser, at der svarer bestemte Værdier 
af w til bestemte Værdier af z. Vi maa dog præcisere 
denne Definition noget nærmere. 

Ved et Punkts Omegn eller Gebet (Bereich) forstaa 
vi et Areal, i hvilket Punktet er beliggende; det kan 
være saa lille, som man vil, naar blot den begrænsende 
Kurve overalt har endelig Afstand fra Punktet. En 
Funktion kaldes kontinuert i et Punkt, naar i Punktets 
Omegn uendelig smaa Tilvækster af z medføre uendelig 
smaa Tilvækster af ii\ Er Funktionen flertydig, mene vi 
hermed, at naar vi i Punktet z vælge en vilkaarlig af 
Funktionsværdierne, iv^, skal der imellem de til Nabo- 
punktet svarende Funktionsværdier være een, hvis F^or- 
skel fra t(\ har uendelig lille Modulus; dét er denne 
Forskel, vi betegne som Tilvæksten. Hver enkelt af 
Funktionsværdierne faar saaledes i Punktets Omegn sin 
bestemte kontinuerte Fortsættelse og bestemmer derved 
indenfor visse Grænser en entydig Funktion. 
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Den første Fordring, vi stille til vore Funktioner, er 
nu den, at de i Almindelighed skulle være kontinuerte / 
hele Planen^ eller i al Fald for en vis Del af Planen. 

Hvis vi for et Piinkt z bestemme Grænseforholdet 

-v— , maa vi vente, at dette bliver afhængigt baade af 

z og af Argumentet til dz. Vi stille imidlertid den For- 
dring, at Differentialkvotienten i Almindelighed skal være 
uafhængig af Argumentet til dz o% saaledes en Funktion 
af z alene. Vi betegne denne som Funktionens afledede 
Funktion. Der kan dog, uden at Betegnelsen som Funk- 
tion ophører at gælde, være et endeligt eller uendeligt 
Antal spredte Punkter, ja endogsaa hele Kurver, for hvis 
Punkter de opstillede Fordringer ikke ere opfyldte; vi 
kalde saadanne Punkter singulære Punkter. 

En Funktion defineres hyppigt saaledes, at Defini- 
tionen kun gælder for en Del af Planen. Saaledes vil 
en Definition ved Hjælp af en uendelig Række kun 
gælde for den Del af Planen, for hvilken Rækken er 
konvergent. Mange Definitioner ved bestemte Integraler 
gælde ligeledes kun for en Del af Planen. Man søger i 
saadanne Tilfælde at udvide eller fortsætte Funktionen, 

idet man søger at finde andre Definitioner, der gælde for 

1 

en større Del af Planen; saaledes er Funktionen -. 

1 — z 

defineret for hele Planen, medens den tilsvarende Række- 
udvikling kun gælder for Punkter, der ligge inden for en 
Cirkel med Centrum i Nulpunktet og med Radius 1. 
Der gives Funktioner, der ikke kunne udvides til hele 
Planen; hvis der findes en lukket Kurve, der bestaar af 
lutter singulære Punkter, vil en Udvidelse ud over denne 
Kurve ikke være mulig. 

Naar vi tale om en Funktion, mene vi dermed den 
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saa meget som mulig udvidede Funktion , selv om vi 
benytte en snævrere Definition. Det er her af afgørende 
Betydning, at en Funktion, som det senere vil blive vist, 
kun kan udvides paa een Maade, det vil sige at, om end 
Udvidelsen sker ad forskellige Veje, bliver Resultatet det 
samme, naar Udvidelsen sker overensstemmende med de 
ovenfor opstillede Fordringer ; vi kunne saaledes f. Eks. 
slutte, at en Funktion, der er konstant i en lille Del af 
Planen, maa være konstant i hele Planen, thi denne 
Udvidelse stemmer med vore Betingelser, og en anden 
Udvidelse er da ikke mulig. 

Vi maa altsaa vel erindre, at de matematiske Ud- 
tryk, ved hvilke Funktioner i Reglen defineres, ikke be- 
høve at stemme for hele Planen med det, vi nu forstaa 
ved Funktionen ; det er tilstrækkeligt, naar Udtrykket for 
en Del af Planen giver en Bestemmelse, som stemmer 
med vore Betingelser; derved er da Udvidelsen bestemt 
og kan udføres ved Metoder, der senere blive udviklede, 
men det er ikke sikkert, at Udvidelsen for andre Dele 
af Planen stemmer med det givne Udtryk. Vi ville 
saaledes senere gøre Bekendtskab med et bestemt Inte- 
gral, der paa de to Sider af en vis ret Linie bestemmer 
to forskellige Funktioner, der hver for sig kunne udvides 
til hele Planen. Saa snart man udvider en af dem over 
den omtalte rette Linie, faar man Værdier, der ikke 
stemme med Integralet. Man behøver ikke engang at 
forudsætte, at der for nogen Del af Funktionen gives et 
matematisk Udtryk. Hvis vi blot paa en eller anden 
Maade, for en nok saa lille Del af Planen, bestemme 
saadanne til de enkelte Punkter svarende Værdier, som 
tilfredsstille vore Betingelser, da er derved en Funktion 
fuldstændig bestemt. 
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Funktioner, som vi her have bestemt dem, kaldes 
af Cauchy moyiogene Funktioner; da andre Funktioner 
ikke for Tiden spille nogen væsentlig Rolle i Matema- 
tikken, ville vi i det følgende ved Funktioner af een 
variabel stadig forstaa monogene Funktioner. 

5. Hvis z ^ X -\- iy , vil en Størrelse /", der af- 
hænger af ic og y, være bestemt for ethvert Punkt af 
Planen; faar x og y Tilvæksterne dxogdy, vil /" faa 
Tilvæksten 

Tx^'^-^Ty^y^ 

medens z faar Tilvæksten dx^idy\ nu skal Forholdet 
mellem disse to Tilvækster, hvis f skal være en Funktion 
af 0, være uafhængigt af Forholdet mellem dx og dy\ 
den nødvendige og tilstrækkelige Betingelse herfor er, at 
Koefficienterne \A dx o% dy \ A.^ to Udtryk ere propor- 
tionale, eller at Ligningen 

er identisk tilfredsstillet. Denne Ligning udtrykker saa- 
ledes Betingelsen for, at f er en Funktion af z. 

Er f bragt paa Formen u-\-iv^ hvor u o% v ere 
reelle Funktioner af o? og y, (det vil sige saadanne, der 
have reelle Værdier for alle reelle Værdier af x og y), da 
bliver Betingelsen 



der deler sig i de to 

bu 8v dv du 

dx^ dy' 8x^ '"dy' 



(2) 
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af hvilke atter ved partiel Differentiation udledes 



altsaa ogsaa 






Funktionerne 11 og v kunne altsaa ikke være hvilke som 
helst, da de maa tilfredsstille den samme Differential- 
ligning af anden Orden; er den ene af dem' bekendt, 
kan den anden paa en Konstant nær bestemmes ved 
Ligningerne (2). 

6. Give vi z to uendelig smaa Tilvækster med for- 
skellige Argumenter, dz og dz^, faar tv to tilsvarende 
Tilvækster dw og du\. Vi have da 

div = f{z)dz; dw\ = f(z)dz^^ (5) 

hvoraf, hvis f{z) i det betragtede Punkt er en endelig, 
bestemt, fra Nul forskellig Størrelse, 

dw^ ^ dz^ 

dw dz ' ^ ^ 

Her er Argumentet til den første Brøk lig Vinklen fra 
dw til dw^^ i den anden lig Vinklen fra dz til dz^. Lig- 
ningen udtrykker saaledes følgende Sætning: 

Dersom vi ved Hjælp af Ligningen w = f{z), hvor 
f er en vilkaarlig Funktion, afbilde z- Planen paa en 
anden Plan, w- Planen, vil Afbildningen være konform. 

Omvendt vil en konform Afbildning af ^^-Planen og 
«t'-Planen paa hinanden bestemme w som Funktion af 
z og z som Funktion af w^ thi Planernes Ligedannethed 
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i de uendelig smaa Dele medfører (6), der udtrykker, at 
Diflferentialkvotienten er uafhængig af Tilvækstens Ret- 
ning. Vi se saaledes, at hvis w er en Funktion af z, er 
z ogsaa en Funktion af w ; de to Funktioner kaldes hin- 
andens omvendte Funktioner. 

De Punkter, i hvilke f{z) er Nul eller Uendelig,- ere 
singulære Punkter, for hvilke Afbildningen ikke bliver 
konform; ere saaledes alle de afledede Funktioner Nul 
indtil den af Ordnen p , der er endelig og ikke Nul, vil 
man i Stedet for Ligningen (6) faa 

du\ (dz\P 

dw \dz ) ^ 

der viser, at de Vinkler, der have deres Toppunkt i z, 
ved Afbildningen blive multiplicerede med p. Betragte 
vi z som Funktion af tv , vil den afledede i Punktet w 
blive uendelig, og de Vinkler, der have deres Toppunkt 
i w^ blive ved Afbildningen dividerede med p. 

Skal man undersøge et Punkt, hvor z eller w er 
uendelig, indfører man den reciproke Værdi; derved for- 
andres, som tidligere vist. Vinklerne ikke. 

Eks. w ^ z^. 

Man har ti-{- iv = {x -\~ iyf^ 

altsaa u = x^ — y^; v = ^xy ^ 

hvor u og V ere de retvinklede Koordinater i «^?-Planen. 
De to Ligninger vise, at de ligesidede Hyperbler i z- 
Planen, ^ — tf = konst. og 2ipy = konst., afbildes som 
to Systemer af Paralleler, u = konst. og t; = konst. 
Man slutter heraf, at de to Systemer af Hyperbler skære 
hinanden under rette Vinkler eller ere hinandens ortho- 
gonale Trajektorier. 
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Til et givet Punkt (u, v) svarer to Værdier af z, 
det vil sige to reelle Skæringspunkter for de to til- 
svarende Hyperbler. Disses to andre Skæringspunkter 
have komplekse Koordinater, der maa give x-{-it/ de 
samme Værdier som de reelle, da z kun har to Værdier. 

De singulære Punkter ere Punkterne O og ex. I det 
første er f{z) = O, medens f\z) = 2. Vinklerne ved 
dette Punkt blive derfor ved Afbildningen fordoblede; 
ved det andet Punkt faar man, naar de reciproke Vær- 
dier, tv^ og z^, indføres, 

^1 = <' 

saa at dette Punkt forholder sig som Punktet 0. Saa- 
ledes bliver Billedet af de reelle Tals Akse bestemt ved 

u = x^; t? = O , 

der vise , at naar Punktet z gaar fra — oo til + oo , vil 
tv gaa fra -}- oo til O og derfra tilbage til -|- oc. Vinklen 
TT ved Punktet O er saaledes ved Afbildningen fordoblet. 
Lemniskaten {o(f-\-yy = %a^{x^ — y^)^ eller rettere 
dens ene Blad, afbildes som Cirklen u^-\-v^ = '2 au. 

Vinklerne ved Nulpunktet ere henholdsvis ^ og ;r. 



DISKONTINinTETSPUNKTER. 

7. Disse ere singulære Punkter, der efter en af 
Weierstrass indført Betegnelse deles i uvæsentlige og 
væsentlige. De første, der ogsaa kaldes Poler ^ ere saa- 
danne Punkter, i hvilke Funktionen bliver uendelig, 
medens dens reciproke Værdi er kontinuert i Punktets 
Omegn. I et væsentligt singulært Punkt er Funktions- 
værdien i Virkeligheden ubestemt, idet den afhænger af 



KONFORM AFBILDXmG. MONOGENE FUNKTIONER. 17 

den Vej, ad hvilken man nærmer sig til Punktet. Det 
samme maa da gælde om Funktionens reciproke Værdi. 
Vi skulle senere se, at algebraiske Funktioner ikke have 
væsentlige singulære Punkter, medens en transcendent 
Funktion altid har mindst eet saadant Punkt; dette kan 
være Punktet oc, og Sætningen siger da i Virkeligheden, 
at man, ved ad forskelUge Veje at lade z vokse i det 
uendelige, kan faa forskellige Grænseværdier for Funk- 
tionen. 

Eks. 1. Funktionen -. r-^ j-r bliver uendelig i 

{z—a)(z — li) ® 

Punkterne a, 6 og oo, og disse Punkter ere Poler, da 

den omvendte Brøk er Nul i dem og kontinuert i deres 

Omegn. 

Eks. 2. Funktionen ^ er endelig og kontinuert for 

alle endelige Værdier af z\ sætter man 

z =^ r (cos ^ -(- ^ sin ff) , 
faar man 

hvor den anden Faktor har Modulus 1, medens den 
første vokser i det uendelige med r, naar cos 6^ har en 
konstant positiv Værdi, aftager mod Nul, naar r vokser 
i det uendelige, medens cos B er negativ, og bliver 
ubestemt for r = oo og cos = 0. Funktionen har 
saaledes i oo et væsentligt singulært Punkt. Det samme 
gælder om sin z^ cos z og tg z^ men medens de to første 
ere endelige for alle endelige Værdier af z^ har den 
sidste Poler i alle de Punkter, hvor cos 2? er Nul. 
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RATIONALE FUNKTIONER. 

8. Funktionen 

w = z — a 

er entydig, idet der til enhver Værdi af z svarer een 
Værdi af w. 

Lade vi z bevæge sig kontinuert, maa w ogsaa be- 
væge sig kontinuert, og naar z er kommet tilbage til sit 
Udgangspunkt efter at have beskrevet en lukket Kurve 

i positiv Retning, maa w ogsaa have 
1^/"^'^ V \ beskrevet en lukket Kurve. Naar vi 

betragte de kontinuerte Forandringer 
af Argumentet til t/;, viser der sig 
imidlertid en Forskel, efter som det faste Punkt a ligger 
inden for eller uden for den af 2: beskrevne Kurve. I 
det første Tilfælde vil nemlig en Linie fra a til 2?, der i 
Størrelse og Retning repræsenterer w^ have drejet sig 
een Gang rundt, saa at Argumentet til w har faaet en 
Tilvækst af 2;r. I det andet Tilfælde er denne Tilvækst 
Nul, idet Argumentet under Bevægelsen har faaet lige 
store positive og negative Tilvækster. 

Den rationale, hele Funktion af nte Grad 

w = A{z — a^(z — a^ ... (z — «„) 
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er ogsaa entydig. Beskriver z en lukket Kurve, maa 
Argumentet til w faa en Tilvækst, der er Summen af de 
Tilvækster, som Argumenterne til de enkelte Faktorer 
faa; Tilvæksten bliver altsaa ^kit^ hvis den i positiv 
Retning af z gennemløbne Kurve indeslutter k af Punk- 
terne a. (Sætning af Cauchy). 

Lad w = f{z) være en Funktion, der, saavel som 
dens afledede, er entydig og kontinuert i et vist Areal, 
og som i dette Areal ikke kan blive Nul. Vi kunne da 
vise, at Arg. tr faar Tilvæksten Nul, naar z gaar rundt 
om Arealet. 

Vi dele Arealet i to Dele ved en 
vilkaarlig Linie AB, Argumentets Til- 
vækst bliver da Summen af de Til- 
vækster, som det faar ved, at z gaar 
positivt om de to mindre Arealer, thi 
derved gennemløbes den tilføjede Linie to Gange i mod- 
satte Retninger, og de dertil svarende Tilvækster hæve 
hinanden. Hvis nu Sætningen ikke gælder for det givne 
Areal, maa der, da Tilvæksten kun kan være et Multi- 
plum af 2 TT, være i alt Fald eet af de mindre Arealer, 
for hvilket den ikke gælder. Dette kan nu behandles 
paa samme Maade, og vi se deraf, at det er tilstrække- 
ligt at bevise, at Sætningen gælder for et Areal, som vi 
kunne tænke os saa lille, som vi ville. 

Da |w;| ikke er Nul i Arealet, maa der kunne an- 
gives et positivt Tal k saaledes , at for alle Arealets 
Punkter | iv \ > k. Skal Arg. w vokse med 2 tt , maa da 
den af w beskrevne Kurve have en Længde, der er 
større end 2A:;r. .Er nu den afledede endelig i Arealet, 
saa maa man for de af /r og z beskrevne Randkurver 
overalt have dw\<cl dz\, hvor I er et endeligt, positivt 
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Tal. Den af z beskrevne lukkede Kurve maa da have 
en Længde, der er større end ^izkil^ men dette strider 
mod, at man kan gøre Længden saa lille, som man vil. 

Sætningen gælder om en hel algebraisk Funktion, 
da en saadan, saa vel som dens afledede, er kontinuert 
i enhver endelig Del af Planen. Dens Rigtighed følger 
umiddelbart af den ovenfor beviste Sætning af Cauchy, 
dersom man forudsætter, at en hel, rational Funktion 
altid kan opløses i Faktorer af første Grad, men vi have 
ikke benyttet denne Sætning, da vi netop ville anvende 
det udviklede til at bevise den. 

Vi kunne nemlig nu, da vi have set, at vi, ved at 
omkredse et Areal, i hvilket Funktionen ikke har noget 
Nulpunkt, ikke forandre Funktionens Argument, vende 
Cauchys Sætning om og faa, idet vi tælle et Nulpunkt 
a med p Gange, hvis {z — af er Faktor: 

Dersom en hel, rational Funktions Argument faar 
Tilvæksten 2k7:, naar z beskriver en lukket Kurve, saa 
har Funktionen inden for denne Kurve netop k Nulpunkter. 

Vi ville nu søge Antallet af Nulpunkter for den hele, 
rationale Funktion 

I • 1 

og lade derfor z beskrive en Cirkel om Begyndelses- 
punktet som Centrum. Da alle Nulpunkterne maa ligge 

i det endelige, kunne vi tænke os Radius saa stor, at 

1 

Cirklen omslutter dem alle. Sætte vi 2? = — , vil 2: be- 

u 

skrive den store Cirkel i positiv Retning, naar vi lade u 
beskrive en dertil svarende meget lille Cirkel om Be- 
gyndelsespunktet i negativ Retning. Nu er Funktionen, 
idet u indføres. 
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A + Bu^ . . . -f k ti^ 

ved Bevægelsen af u faar Argumentet til Tælleren ingen 
Tilvækst, da Tælleren ikke har noget Nulpunkt i den 
lille Cirkel; Argumentet til Nævneren faar derimod Til- 
væksten — 2w;r; for Brøken og derfor ogsaa for den 
givne Funktion er Tilvæksten saaledes 2«;r. Vi have 
derved bevist, at den givne Funktion af 72te Grad netop 
har n Nulpunkter. 

En Funktion kaldes holomorf (uniforme) i et vist 
Areal, naar den i dette Areal ligner en rational, hel 
Funktion derved, at den overalt er entydig og kontinuert. 

9. Den almindehge brudne, rationale Funktion 

der tænkes uforkortelig , har Nulpunkter i Tællerens n 

Nulpunkter og Poler i Nævnerens p Nulpunkter. For 

1 
at undersøge Punktet 00, sætte vi ^ = -. Er jt)>w, viser 

en Multiplikation af Tæller og Nævner med up, at «* = O 

eller -^ = 00 er Nulpunkt p — n Gange; for 71 '>p se vi 

paa samme Maade, Sii z =^ 00 er n — p Gange Nulpunkt 

1 
for — , og vi sige derfor, at Punktet er n — p Gange Pol 

for w^ eller at w bliver n — p Gange uendelig i Punktet 
00 . For n = p faar w i Punktet oc Værdien a„ : b^. 
Resultatet er saaledes, at Brøken i alle Tilfælde bUver 
lige mange Gange Nul og uendelig, nemlig saa mange 
Gange, som det største af Tallene n og p angiver. Da 
Brøken faar en vilkaarlig Værdi k^ hvergang Funktionen 
w — k ev Nul, og denne , som man ser ved at give den 
Brøkform, bliver Nul lige saa mange Gange som iv^ kan 
Sætningen udtrykkes saaledes: 
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En rational Funktion antager alle Værdier lige 
mange Gange. 

En Funktion kaldes meromorf i en vis Del af Planen, 
naar den i denne ligner en rational, brudden Funktion 
derved, at den er entydig og kontinuert undtagen i visse 
Punkter, der ere Poler. 

Sige vi i det følgende, at en Funktion har visse 
Egenskaber (f. Eks. , at den er holomorf eller meromorf) 
i hele Planen eller paa hele Kuglen, mene vi i det første 
Tilfælde, at Egenskaben findes for alle endelige z, medens 
vi i det andet Tilfælde regne z = æ med. 



FLERTYDIGE PUNKTIONER. 

10. Dersom en Funktion, tv = f{z), er defineret 
saaledes, at der til hver Værdi af z svarer flere Værdier 
af w^ kaldes Funktionen flertydig. En algebraisk Funk- 
tion defineres som Rod i en algebraisk Ligning, hvis 
Koefficienter ere hele, rationale Funktioner af z. Er 
Ligningen af wte Grad, have vi her et Eksempel paa en 
n-ty dig Funktion. I log 2:, arcsin^- o. s. v. have vi Eks- 
empler paa Funktioner med uendelig mange Værdier. 
Vi ville i det følgende tænke os, at vor Funktion har 
et endeligt Antal Værdier, men vore Undersøgelser ville 
i Almindelighed gælde lige saa godt for et uendeligt 
Værdiantal. 

Lad Zj^ være en vilkaarlig valgt Værdi af z og dertil 
svare Funktionsværdierne u\^ w^^ ... Wn- Begyndende 
i z^ lade vi z beskrive en hvilken som helst lukket 
Kurve, om hvilken vi dog ville forudsætte, at den ikke 
gaar gennem noget singulært Punkt. 

Da Funktionen er kontinuert, ville Punkterne w be- 
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væge sig kontinuert samtidig med z og beskrive n til 
den lukkede Kurve svarende Grene; om disse vide vi, 
at de maa ende i Punkterne w^^ w^ ... Wn^ da der ikke 
er andre Punkter, der svare til z^^ men vi vide ikke, i 
hvilke af disse Punkter de forskellige Grene ende. Det 
er muligt, at den Gren, der begynder i w^^ ogsaa ender 
i u\^ saa at denne Gren danner en lukket Kurve, men 
det er ogsaa muligt, at den ender i et andet af Punk- 
terne. Da Funktionen har n Værdier, maa alle Punk- 
terne optræde som Endepunkter, hvert for een Gren; da 
tillige hvert af Punkterne er Begyndelsespunkt for en 
Gren, maa alle Grenene tilsammen danne et System af 
lukkede Kurver, men om disses Antal kan man kun sige, 
at det er mindst 1 og højst n. Vi ville nu søge at faa 
nærmere Rede paa dette Forhold. Her faa især saa- 
danne Værdier af z Betydning, for hvilke to eller flere 
af Funktionsværdierne falde sammen. De tilsvarende 
Punkter i ^-'s Plan kaldes med en Undtagelse, der senere 
vil blive nævnt, Forgreningspunkter (Riemann) eller kri- 
tiske Punkter (Hermite). Naar z nærmer sig til et For- 
greningspunkt, ville to eller flere af Punkterne w nærme 
sig til hinanden, medens de ellers ere vel adskilte fra 
hinanden. Til et Forgreningspunkt i 2: -Planen svarer i 
w;- Planen et Punkt, hvori to eller flere Grene skære 
hinanden. 

Lad nu z beskrive en lille lukket Kurve, der ikke 
ligger ved et Forgreningspunkt; Funktionsværdierne li^e 
da vel adskilte fra hinanden ; . paa Grund af Kontinui- 
teten maa Punkterne w beskrive smaa Kurvestykker, 
der, naar z's Vej tages tilstrækkelig lille, ikke kunne naa 
fra et af Udgangspunkterne til et af de andre; enhver 
af de korte Grene maa da ende i sit eget Udgangspunkt, 
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Og hver enkelt Funktionsværdi beskriver saaledes en 
lukket Kurve. Eq Pol, der ikke tillige er Forgrenings- 
punkt, spiller ingen særlig Rolle, thi sætte vi i et saa- 

1 
dant Punkt w = —, maaw?ogw samtidig beskrive lukkede 

Kui-ver, og ti er ifølge Definitionen kontinuert i Om- 
egnen af Polen. Væsentlige singulære Punkter ville vi 
her se bort fra ; de kræve ved Behandlingen af transcen- 
dente Funktioner en særlig Undersøgelse. 

Vi ville nu til det lille af z omkredsede Areal føje 
et lignende, saaledes, at de to Arealer have et Stykke 
Randkurve fælles. Om det tilføjede Areal gælde de 
samme Betragtninger som om det oprindelige, og da en 
successiv Omkredsen af de to Arealer kan erstattes ved 
en Omkredsen af det samlede Areal, vil ogsaa ved en 
saadan enhver af Funktionsværdierne beskrive en lukket 
Kurve. Dette vedbliver at gælde, idet vi fortsætte Kur- 
vens Udvidelse, saa længe vi ikke derved naa et For- 
greningspunkt. Naar et tilføjet lille Areal indeholder et 
saadant, gælder vort Bevis ikke, da i Nærheden af et 
saadant mindst to af de tilsvarende Funktionsværdier 
blive meget nær lige store. Medens i Almindelighed 
enhver Gren fortsættes paa bestemt Maade, vil man, 
naar man kommer til et Forgreningspunkt, hvor to Grene 
skære hinanden, kunne fortsætte paa to Maader uden 
at gøre Brud paa Kontinuiteten. 

Resultatet af vor Undersøgelse er saaledes følgende : 

Dersom z omkredser et Areal, der ikke indeholder 
noget Forgreningspunkt eller med andre Ord, dersom z 
beskriver en lukket Kurve, der ved kontinuert Ændring 
kan sammendrages til et Punkt, uden at derved noget 
Forgreningspunkt passeres, da ville alle de tilsvarende 
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Grene være lukkede Kurver; begynde vi med en vis Funk- 
tionsværdi, ville vi saaledes ende med den samme Værdi, 

Dersom Kurven derimod indeholder et Forgrenings- 
punkt, ville maaske to eller flere af Grenene ikke være 
lukkede Kurver. Vi kunne altsaa komme til at ende 
med en anden Funktionsværdi end den, vi begynde med. 

Dersom for en vis Værdi af z to eller flere Funk- 
tionsværdier falde sammen, kan det dog træflfe sig, at 
enhver af Funktionsværdierne gaar over i sig selv, naar 
z beskriver en lille lukket Kurve omkring Punktet; er 
dette' Tilfældet j regnes Punktet ikke med mellem For- 
greningspunkterne. 

n 



Eks.,1. w = V^ — a. 

Funktionen har /^ Værdier, der falde sammen til 
een i z = a og z = oo. Disse to Punkter ere For- 
greningspunkter. Beskrive vi om z = a en lukket Kurve 
i positiv Retning, vil, som tidligere vist, Avg.'{z — a) faa 

Tilvæksten 2 tt, og Argumentet til enhver af w's Værdier 

27r 
vil derfor faa Tilvæksten ^^ . Lade vi f. Eks. den lukkede 

n 

Kurve være en Cirkel om a med Radius 1 , ville de n 
Værdier af w ligge paa en Cirkel med iv = O til Cen- 
trum og Radius 1 og ligge saaledes, at de dele Periferien 

i n lige store Dele. Idet z beskriver sin hele Girkel- 

1 
periferi, ville Funktionsværdierne hver beskrive - Cirkel- 
periferi og saaledes enhver af Grenene ende, hvor den 
næste begynder. Idet z gaar i positiv Retning om 
Punktet a, gaar z lige saa godt om Punktet oo, men i 
negativ Retning ; Punktet oo er derfor et Forgreningspunkt 
af samme Slags som Puntet 0. Til det samme Resultat 
kommer man ved at indføre de reciproke Værdier af tv og z. 
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Hvis Kurven indeslutter begge Foi-greningspunkterne, 
er det det samme, som om den ikke indeslutter noget 
af dem, da Kurven lige saa godt er Randkurve for den 
ene Del af Kuglefladen som for den anden. I dette 
Tilfælde faar Arg. (^ — a) ingen Tilvækst, og det samme 
maa da gælde om irs Værdier, saa at alle Grenene 
blive lukkede Kurver. 

Vi gjorde her en Bemærkning, som for Øvrigt gælder 
almindelig, nemlig den, at en Kurve, der indeslutter alle 
Forgreningspunkteme , lige saa godt kan siges intet at 
indeslutte. Mere almindeligt kan man sige, at man, 
naar man omkredser nogle af Foi^reningspunkterne, 
samtidig omkredser de øvrige i modsat Retning. Man 
kan heraf slutte, at der ikke eksisterer Funktioner med 
kun eet Forgreningspunkt , da et saadant Tilfælde vilde 
føre til forskellige Resultater, efter som man betragtede 
Kurven som Randkurve for den ene eller den anden Del 
af Kuglefladen. 



Eks. 2. w = 1/(2: — aJ(-2'-— aj ... (2:— an). 

Funktionen har to Værdier, der ere lige store med 
modsatte Tegn. Ethvert af Punkterne a er et For- 
greningspunkt, thi lader man f. Eks. z beskrive en lille 
Cirkel om a^, da bliver Ai*g. {z — aj 2;r større, medens 
de andre analoge blive uforandrede. Arg. tv bliver der- 
for TT større, hvilket vil sige, at Funktionen skifter Tegn. 
Omkredser z to af Nulpunkterne, bliver Funktionen ufor- 
andret. Falde de to Punkter sammen til eet, vil dette 

derfor ikke være noget Forgreningspunkt. 

1 

For at undersøge Punktet 00 sætte vi z = — og faa 

u 



1^(1 — a^u) ( 1 — a^u) . . . ( l — anU) 



t 

\ 
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Vi lade nu w beskrive en lille Cirkel om Nulpunktet; 
derved beholder Tælleren sin Værdi, da alle dens For- 
greningspunkter ligge uden for den lille Cirkel. Nævneren 
skifter Tegn, hvis n er ulige, men bliver uforandret, hvis 
n er lige. Punktet c» er saaledes i første Tilfælde et 
Forgreningspunkt, i sidste en simpel Pol. 



Eks. 3. w = {2! — a)Vz — b, 

Forgreningspunkterne ere b og oc, medens a ikke er 
et Forgreningspunkt. Gaar z gennem a, vil Funktionens 
Værdi forandre sig paa en bestemt Maade, thi den første 
Faktor er entydig, og den anden kan ikke skifte Tegn 
uden at gøre et endeligt Spring. 

FORGRENTNGSPUNKTERNES BESTEMMELSE. 

11. Lad Funktionen bestemmes ved en algebraisk 
Ligning af wte Grad 

f{w,z) = 0. 

De Værdier af ø, for hvilke denne Ligning faar lige 
Rødder, bestemmes, idet vi eliminere ?r mellem den 
givne Ligning og 

ow 

og løse den derved fremkomne Ligning i z. Mellem de 
saaledes bestemte Punkter maa Forgreningspunkterne 
findes, idet dog muligvis Punktet oo kan komme til. 
De fundne Punkter maa nu særlig undersøges, og denne 
Undersøgelse falder i det væsentlige sammen med Under- 
søgelsen af mærkelige Punkter paa en algebraisk Kurve. 
Lad z^ være et af de fundne Punkter, og lad nogle 
af de tilsvarende Funktionsværdier falde sammen i w^. 
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tv — i(\ kan da udvikles i Række efter Potenser af ^ — z^^ 
og vi kunne efter ea bekendt Metode finde det første 
eller, om nødvendigt, nogle af de første Led af Række- 
udviklingen. 

Hvis nu Rækken gaar frem efter Potenser af 

(z — <^J', bestemmer den q Funktionsgrene, svarende til 

de q Værdier af {z — 2^^^, og disse q Grene gaa ved 
Kredsforskydning over i hinanden, naar z omkredser Zj^, 
Muligvis er Antallet af de i tv^ sammenfaldende Grene 
ikke derved udtømt; de manglende Grene bestemmes da 
ved lignende Rækker. Alle de i w^ sammenfaldende 
Grene falde altsaa i Grupper, saaledes, at de, der høre 
til samme Gruppe, kredsforskydes ved at z omkredser 
z^. En Gruppe kan dannes af en enkelt- Gren, nemlig 
hvis den bestemmes ved en Række med hele Exponenter. 
Denne Funktionsværdi forholder sig da i Nærheden af 
z^ som en rational Funktion. De enkelte Udviklinger 
maa fortsættes saa langt, at man har faaet saa mange 
Grene bestemt, som der falder sammen i ii\. Falde 
andre til z^ svarende Grene sammen i et Punkt w^^ be- 
handles disse paa samme Maade, og en lignende Under- 
søgelse foretages af de andre Værdier af z, 

12. Dersom vi opfatte f{u\ z) = O som Ligningen 
for en algebraisk Kurve i retvinklede Koordinater, vil 

-L = O bestemme de Punkter, der have en Tangent, 

vinkelret paa ^-Aksen. For saadanne Punkter har Ud- 
viklingen i Almindelighed Formen 

w — ti\ = A{z — z^)^ -\- . . . 

Er tillige -j/ = O , saa- bliver Punktet et Dobbelt- 
punkt; her har i Reglen hver Gren sin Rækkeudvikling 
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med hele Eksponenter, og Punktet z er derfor intet For- 
greningspunkt ; dog faa vi atter brudne Eksponenter, hvis 
Punktet er en Spids. Dobbeltpunktet i Descartes Blad 
giver to Rækkeudviklinger, den ene med hele, den anden 
med brudne Eksponenter; den førfete bestemmer en 
Gren, der bliver uforandret, den anden 2 Grene, der 
ombyttes, naar z omkredser Punktet. 

Ved Undersøgelsen af en flertydig Funktion kan det 
være hensigtsmæssigt at betragte den tilsvarende alge- 
braiske Kurve, da den giver et anskueligt Billede af de 
variable, saa længe de ere reelle. 

For at bestemme Antallet af Forgreningspunkter 
erindre vi, at Antallet af Tangenter med en given Ret- 
ning er n{n — 1), men at herved en Linie gennem et 
almindeligt Dobbeltpunkt er talt som to, gennem en 
Spids som tre Tangenter. Da nu et Dobbeltpunkt ikke 
svarer til et Forgreningspunkt og en Spids kun til eet 
saadant, bliver Antallet af Forgreningspunkter 

w(w— 1) — 2d — 2e, 

hvor d betegner Dobbeltpunktemes, e Spidsernes Antal. 
Dette gælder imidlertid kun under den Forudsætning, at 
vi tale om simple Forgreningspunkter, det vil sige saa- 
danne, hvor kun to Grene falde sammen. 

13. Vi vælge nu til Udgangspunkt for Funktions- 
værdierne et vilkaarligt Punkt ø^, til hvilket der svarer 
n endelige, forskellige Funktionsværdier, som vi betegne 
ved «/\, u\ . . . w?n. Om Punktet z^ antage vi endvidere, 
at det ikke ligger i ret Linie med to af Forgrenings- 
punkterne. En lukket Kurve, der begynder og ender i 
z^, og som kun indeslutter eet Forgreningspunkt, yl, kan 
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sammentrækkes til en Sløjfe \ vi mene hermed en Vej\ 
der begynder i z^, gaar i en ret Linie tæt til -4, derpaa 
i en lille Cirkel positivt omkring A og atter tilbage til 
z^ ad den rette Linie. Vi lægge lignende Sløjfer fra z^ 
om de andre Forgreningspunkter. Det er indlysende, at 
enhver lukket Vej fra z^ tilbage til z^ ved kontinuert 
Forandring, uden at noget Forgreningspunkt overskrides, 
kan sammentrækkes til et System af Sløjfer, hvor dog 
maaske nogle af Sløjferne skulle gennemløbes, saa at 
man gaar om det indesluttede Forgreningspunkt i negativ 
Retning; i dette System kan den samme Sløjfe fore- 
komme flere Gange. 

Lade vi z gennemløbe en Sløjfe i positiv Retfiing, 
ville Funktionsværdierne ændres kontinuert, og naar vi 
komme tilbage til ø^, ere de dertil hørende Funktions- 
værdier ombyttede paa en vis Maade, de ere underkastede 
en vis Substitutmi. Er Punktet et simpelt Forgrenings- 
punkt, bliver Substitutionen en Transposition af to af 
Funktionsværdierne, og gennemløbe vi Sløjfen to Gange, 
blive alle Værdierne uforandrede. Ere de to Værdier, 
der ombyttes, w^^ og tv^, siger man, at Sløjfen forbinder 
ti\ og u\. Et Forgreningspunkt kan være et saadant, at 
Sløjfen bevirker en hvilken som helst Substitution. Der- 
som en Vej medfører en Substitution S, en anden der- 
efter følgende en Substitution T, vil den samlede Vej 
medføre en Substitution, der betegnes ST, I dette Pro- 
dukt er Faktorernes Orden i Reglen ikke ligegyldig. 

Antallet af forskellige Substitutioner, der svare til 
alle mulige Veje, maa naturligvis være endeligt. Ere S 
og T to vilkaarlige af dem, maa ST og TS ogsaa findes 
imellem dem; man siger derfor, at alle Substitutionerne 
danne en Gruppe: denne kaldes Ligningens Monodromi^ 
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gruppe. Til Gruppen hører den identiske Substitution, 
der ikke medfører nogen Ombytning og betegnes ved 1. 
Man maa vel mærke sig, at naar vi have faaet 
ethvert Forgreningspunkt til at svare til en vis Substitution, 
saa er denne Forbindelse afhængig af den Form, vi have 
givet Sløjfen; gaa vi frem og tilbage til Punktet i en 
krum Linie, der i Forening med den rette indeslutter et 
eller flere Forgreningspunkter, vil Substitutionen kunne 
blive en anden. 

14. Vi kunne nu finde den Substitution, der svarer 
til en vilkaarlig lukket Vej, idet vi sammentrække denne 
til Sløjfer. Man foretrækker imidlertid at anvende en 
noget ændret Betragtningsmaade. 

Antag, at Sløjfen om et Forgreningspunkt A for- 
binder u\ med w^. Idet vi i z^ begynde med Værdien 
w^^ fører en kontinuert Række af Værdier os tilbage med 
Værdien u\. Vi kunne derfor ikke benytte Benævnelserne 
tv^ og u\ for de varierende Funktionsværdier, thi de gaa 
umærkelig over i hinanden, uden at man kan sætte noget 
bestemt Punkt, der adskiller dem. Vi fingere imidlertid 
en saadan Adskillelse; vi trække nemlig en Linie, et 
saakaldet Forgreningssnit^ fra J. til oo ; den lukkede Vej 
om A maa nødvendigvis skære denne Linie*, og idet vi 
gaa over den i positiv Retning, lade vi Funktionsværdien 
skifte Benævnelse. Fra ethvert af Forgreningspunkterne 
trække vi en saadan Forgreningslinie til oo, og vi udføre 
den til Punktet hørende Substitution, naar vi passere 
Forgreningssnittet i positiv Retning, den omvendte, naar 



* Paa Kuglen betragte vi her for Simpelheds Skyld den lukkede 
Kurve som begrænsende den Del af Kuglens Overflade, paa 
hvilken Punktet oo ikke ligger. 
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vi passere det i negativ Retning. Forgreningssnittenes 
Form er ligegyldig, naar de blot ikke skære hverandre. 

Vi kunne nu begynde i ø^ med en eller flere af 
Funktionsværdierne, idet vi lade z beskrive en vilkaarlig 
Kurve; hvergang vi passere et Forgreningssnit, anvende 
vi den dertil hørende Substitution paa vore Værdier. Vi 
maa imidlertid vel erindre, at de Betegnelser, vi saaledes 
efterhaanden erholde, ikke have nogen virkelig Betydning, 
før Kurven lukker sig ; z^ er det eneste Punkt, for hvilket 
Betegnelserne w^^ u\ . . . have en bestemt Betydning, 
nemlig som visse bestemte komplekse Tal. 

Vi ville f. Eks. antage, at vi begynde med u\^ u\ og w^ 
og i positiv Retning passere tre Forgreningssnit, svarende 
henholdsvis til Substitutionerne (^w^w^^ (^i ^'4) (^2^*3) 
og (w'i^^'a^O? \\SQiY Parenteserne betegne Kredsforskyd- 
ninger. Vi begynde med w\, u\^ w^ og have da, efter 
at have passeret det første Snit, u\^ u\^ u\; efter den 
næste Overgang faa vi u\, u\, ii\ og efter den sidste 
u\^ w^^ u\. Dette vil altsaa sige, at dersom vi nu, uden 
at passere flere Snit, gaa til ;^^, ville u\ og w^ have be- 
holdt deres Værdier, medens w^ er bleven til w^. Da 
samtidig w^ er bleven til u\^ vil den hele Vej have be- 
virket Substitutionen {w^w^. 

15. Man kan undertiden give Forgreningslinierne 
en simplere Form. Lad f. Eks. Funktionen være 
w = ]/(z — a){z — h)\ her er kun to Forgreningspunkter 
a og 6, og til begge Forgreningslinier hører Substitutionen 
(^'i^'a)» hvis Kvadrat er 1, saa at det er ligegyldigt, om 
den lukkede Kurve skærer dem begge eller ingen af dem. 
Man kan derfor lade dem løbe sammen i ethvert andet 
Punkt end netop i Punktet 00. Simplest er det at 
erstatte dem ved Forbindelseslinien mellem a og h. Den 
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samme Betragtning kan anvendes, naar de Substitutioner, 
der svare til nogle paa hinanden følgende Forgrenings- 
linier, have Produktet 1, idet man dog maa erindre, at 
de sammendragne Forgreningslinier ikke ved Ændringen 
maa komme til at skære de andre. Saaledes for 



IV = ]/{z — a){z — h) {z — c) 

med Forgreningspunkterne a, 6, r; og oo kan man for- 
binde disse Punkter to og to, naar blot Forbindelses- 
linierne ikke skære hinanden. Funktionen har kun to 
Værdier, og til begge Snittene hører Substitutionen 

RIEMANNSKE FLADER. 

16. Riemann fører Anskueliggørelsen af en fler- 
tydig Funktions Ændringer endnu videre. For at opnaa 
dette tænker han sig den Plan eller Kugleflade, hvori z 
bevæger sig, erstattet ved saa mange tæt ved hinanden 
liggende Planer eller Kugleflader (Blade), som Funktionen 
har Værdier, z kan nu bevæge sig i alle disse Planer, 
og naar man vil angive et vist z, er det ikke nok paa 
sædvanlig Maade at angive det til den komplekse Værdi 
svarende Punkt, men man skal tillige angive den af 
Planerne, hvori Punktet skal tænkes beliggende; til en 
bestemt kompleks Værdi svare altsaa n Punkter, der 
ligge tæt over hinanden. 

Vi tænke os nu, at vi for en w-tydig Funktion, paa 
den ovenfor angivne Maade, have bestemt et Udgangs- 
punkt z^ med de dertil svarende Værdier af w^ samt at 
vi have lagt Forgreningssnittene og bestemt de tilsvarende 
Substitutioner. Vi lade da de n Værdier svare hver til 
sit af de n Punkter z^ , f. Eks. saaledes , at w^ svarer til 
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det Punkt z^, der ligger i det nederste Blad (Blad 1), 
w^ til det Punkt , der ligger i det næstnederste , o. s. v. 
Vi gaa ud paa at indrette os saaledes, at, naar et af 
disse Punkter med sin tilsvarende Funktionsværdi be- 
væger sig kontinuert, det da altid vil komme tilbage til 
z^ i den Plan, som svarer til den Funktionsværdi, vi 
ende med. Vi maa altsaa sørge for, at vi bevæge os 
paa en saadan Maade, at vi altid have Funktionsbenæv- 
nelsen u\, naar Punktet z er i det nederste Blad, w^, naar 
det er i det næste, og saa videre. Da nu Benævnelserne 
skifte, naar vi passere et Forgreningssnit, maa vi, idet vi 
passere et saadant Snit, lade Punkterne z springe over 
i andre Blade paa den ved den tilsvarende Substitution 
bestemte Maade. 

Lad f. Eks. det fra et Foi-greningspunkt A udgaaende 
Snit have Substitutionen {n\w^. Vi begynde med z i 
det nederste Blad, og den tilhørende Funktionsværdi 
hedder w^^ indtil vi naa Forgreningssnittet ; idet vi pas- 
sere dette, springer z op i det næste Blad, og Funktions- 
værdien hedder nu w\, Gaa vi derpaa, uden at passere 
andre Snit, hen til z^^ komme vi der med z liggende i 
det andet Blad, altsaa med Værdien w^. Havde vi be- 
gyndt med z i det andet Blad, vilde z ved Snittet være 
sprunget ned i første Blad ; begynde vi med ø i et af de 
andre Blade, glider Punktet uden Spring over Snittet. 

Vi ville imidlertid have en kontinuert Bevægelse af z 
og maa derfor befri os for Punktets Spring. For at op- 
naa dette lade vi i det anførte Eksempel første og andet 
Blad hænge sammen i Forgreningspunktet ; vi skære 
derpaa disse to Blade igennem langs Forgreningssnittet 
og samle- atter Randene saaledes , at den forreste Rand 
af det første Blad forenes med den bageste Rand af det 
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andet Blad og omvendt. Vi opnaa derved, at Punkterne 
ved Forgreningssnittene kontinuert glide over i de ny 
Blade, hvor de høre hjemme. Man behandler alle For- 
greningssnittene paa lignende 
Maade; i Forgreningspunkterne X — 

lader man de Blade hænge 

sammen, hvis tilhørende Funk- : >c 

tionsværdier høre til samme Kreds, 

og en saadan Kreds bestemmer ogsaa den ny Forbindelse 
mellem Bladene efter deres Gennemskæring. 

Lad f. Eks. den til Forgreningssnittet hørende Sub- 
stitution være ( u\ w^ u\ ) ( iv^ n\ ) . I Forgreningspunktet 
skulle da Bladene 1, 2, 6 hænge sammen og ligeledes 
3 og 5. Man maa her vel erindre, at uagtet Bladet 4 
ligger mellem de sammenhængende Blade, maa det ikke 
tænkes selv at hænge sammen med noget andet Blad. 
Punktet glider fra Blad 2 op i Blad 6, som om de 
mellemliggende Blade slet ikke fandtes. 

Da de Punkter, der ligge lige over hinanden i de 
forskellige Blade, skulle betragtes som forskellige Punkter, 
vil en Kurve kun være lukket, naar den ender i det 
samme Blad og i det samme Punkt, hvor den begynder ; 
ender den i et af de lige under eller over dette liggende 
Punkter, kaldes den tilsyneladende lukket. Lade vi i 
det nævnte Eksempel z udgaa. fra Blad 1, altsaa med 
Funktionsværdien w^^ og gaa een Gang rundt om For- 
greningspunktet, komme vi tilbage i Blad 2; gaa vi 
videre herfra endnu een Gang rundt, komme vi tilbage 
i Blad 6; først naar vi ere gaaede den tredje Gang 
rundt, ere vi komne tilbage i Blad 1, og Kurven er 
bleven lukket. 

Udskærer man om Forgreningspunktet et lille cirkel- 

3* 
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formet Stykke, vil der af de sammenhængende Blade 
udskæres en Slags Skrueflader, begrænsede af lukkede 

Kurver. Saaledes ville i Eksemplet Bladene 
1, 2 og 6 give een Skrueflade, Bladene 
3 og 5 en anden, medens de andre 
Blade give almindelige Cirkelflader. Skrue- 
" "'" fladen kan ogsaa opfattes som en Kegle- 

flade med Toppunkt i Forgreningspunktet og den lukkede 
Kurve til Ledekurve. 

Idet vi indføre den Riemannske Flade, beholde vi z 
som Betegnelse for den uafhængige, men maa stadig 
underforstaa , at det givne z hører til et bestemt Blad; 
det er saaledes egentlig det i dette Blad lidende Punkt, 
der er blevet vor uafhængig variable, og vi have derved 
opnaaet, at der til hvert Punkt i Fladen kun svarer 
een Funktionsværdi; den flertydige Funktion er ændret 
til en entydig Funktion af Fladens Punkter. 

Yl, Lad U være en rational Funktion af ic og z ; 
U maa da i Almindelighed have lige saa mange Værdier 
som XC og derfor have en Riemannsk Flade med lige 
saa mange Blade. Naar nogle af Værdierne for iv falde 
sammen , maa ogsaa de tilsvarende Værdier af U falde 
sammen, og naar w beskriver en lukket Kurve, maa 
ogsaa U beskrive en lukket Kurve. Den Riemannske 
Flade for U maa derfor have Foi^reningspunkter, hvor 
den Riemannske Flade for tv har saadanne. Paa den 
anden Side kan man af de to Ligninger, den der be- 
stemmer tv og den, der bestemmer TJ^ i Almindelighed 
udlede en ny Ligning, der er af første Grad med Hensyn 
til tr, saa at iv kan udtrykkes rationalt ved U og z. 
De to Riemannske Flader blive derfor de samme, og 
Funktionerne ere efter Riemanns Udtryk ensforgrenede. 



EN- OG FLERTYDIGE FUNKTIONER. RIEMANNSKE FLADER. 37 

I specielle Tilfælde kan dog U faa færre Værdier end fr, 
idet Værdierne for U falde sammen to og to eller tre 

6 _ 

Og tre o. s. V. Saaledes har f. Eks. w = yz seks Vær- 
dier, medens ?7 = iv^-^-z kun har to Værdier. 

18. Vi ville særlig betragte en saadan irreduktibel 
Ligning, for hvilken enhver Rod kan udtrykkes rationalt 
ved enhver af de andre. Den ved Ligningen bestemte 
Riemannske Flade har den Egenskab, at Bladene ved 
ethvert Forgreningspunkt hænge sammen to og to eller 
tre og tre o. s. v. Lad os nemlig antage, at f. Eks. Rød- 
derne 1, 2 og 3 kredsforskydes ved et Forgreningspunkt. 
Der eksisterer da en rational Substitution, som ændrer 
Roden 1 til Roden 4, og denne maa, som bekendt fra 
Ligningernes Teori, overføre alle Rødderne i hverandre, 
altsaa f. Eks. ændre 2 og 3 til 5 og 6. Nu kan Ændringen, 
anvendt paa den givne Ligning, ikke forandre denne, da 
den blot ombytter Rødderne indbyrdes. Den Riemann- 
ske Flade kan derfor ikke forandres ved Ændringen, og 
følgelig maa Bladene 4, 5 og 6 hænge sammen ligesom 
1, 2 og 3. 



Eks. L w = Viz — a) {z---b). 

Den Riemannske Flade har to Blade, der hænge 
sammen i Forgreningspunkterne a og b. Punktet oo er 
ikke et Forgreningspunkt; de to dertil svarende Punkter 
ere be^e Poler. Forgreningssnittet kan trækkes mellem 
a og b. 



Eks. 2. w = \/{z — a)(z — b){z—c). 

Punkterne a, fe, c og oo ere Forgreningspunkter, 
det sidste tillige Pol. Forgrenjngslinierne kunne lægges 
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saaledes, at de forbinde a med 6 og c med oc uden at 
skære hinanden. 



Eks. 3. w = V{z —a){Z'- b). 

Fladen har tre Blade, der alle hænge sammen i 
a, b og Polen oo. Bladene ere i begge Snittene forbundne 
paa samme Maade, saa at den tilhørende Substitution 
f. Eks. er S = (123). Gaar man i positiv Retning 
over begge Snittene, udføres Substitutionen S* = (13 2). 
Man er derved gaaet negativt om cx), saa at en positiv 
Omkredsen af oc ogsaa medfører Substitutionen S, Dette 
stemmer med, at en positiv Omkredsen af alle tre Punkter 
medfører Substitutionen S^ = 1. 



Eks. 4. w = y 



z — a 



Forgreningspunkterne ere a og fe, i hvilke alle Bladene 

hænge sammen, og som forbindes ved et Forgrenings- 

1 2 

snit. Er a den Værdi af l^, hvis Argument er ^;r, ville 

Funktionsværdierne multipliceres med «, naar man over- 
skrider Forgreningssnittet i en saadan Retning, at man 
har a paa venstre Haand. 



Eks. 5. u' = y ^ + V^ — c . 

Funktionen har 6 Værdier, der kunne betegnes som 

t-\-u^ at-\-u, at-\-u, t — w, at — u^ at — w, 

idet t og u ere to af Rodstørrelsernes Værdier. For- 
greningssnit lægges fra a til b og fra c til oo. Til det 
første hører Substitutionen ( 1 2 3 ) ( 4 5 6 ) , til det andet 
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(14)(25)(36). Ligningens Gruppe er dannet af Sub- 
stitutionen (153426) og dens Potenser. Punkterne h 
og 00 ere Poler. 

Eks. 6. tv'—dw-\-^z = 0. 

Punkterne -f- 1 og — 1 • ere Forgreningspunkter ; i 
det første blive to Funktionsværdier +1, i det andet to 
— 1. For z = æ bliver w = oo, og idet det andet Led 
er forsvindende mod det første, kan Ligningen skrives 
w^-\-^z =-= O, der viser, at oo er et Forgreningspunkt, i 
hvilket alle tre Blade hænge sammen. Forgreningssnit 
lægges fra + 1 og — 1 til oo. 1^ = har w Værdlerne 
O, 1/3 og — 1/3. Betegnes disse ved 1,2,3, viser den 
til Ligningen svarende Kurves Figur, at en retlinet Sløjfe 
fra O om 1 ombytter 1 og 2 , medens Sløjfen om — 1 
ombytter 1 og 3. Vejen om dem begge eller Vejen 
negativt om oo giver derfor Kredsforskydningen (12 3). 
Ligningens Gruppe er den fuldstændige Gruppe, der be- 
stemmer alle 6 Permutationer af de 3 Rødder. 

Eks 7. w^^2^= 3a wz. 

I Punktet c» have \i tv = z ( — l)i , der viser , at 
Punktet ikke er noget Forgreningspunkt, men at vi der 
have tre adskilte Poler, liggende hver i sit Blad. For- 
greningspunkterne bestemmes ved w^ = az, der giver 
2^{^-Aa') = 0. 

Ligningen, anvendt paa retvinklede Koordyiater, til- 
hører Descartes Blad, der har et Dob- 
beltpunkt i Begyndelsespunktet. Punk- 
— tet O er alligevel Forgreningspunkt, da 
den ene Tangent i Begyndelsespunktet 
falder paa Ordinataksen. Som bekendt 
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ere ogsaa Rækkeudviklingerne for Rødderne 

w = ^— 2*-j- ... og w = VWa z^-\- . . . 

Tage vi vort Udgangspunkt i z^, der er en lille posi- 
tiv Størrelse, og betegne vi den første Rod ved 1, af de 
to sidste den positive ved 2, den negative ved 3, se vi, 
at Sløjfen om O ombytter 2 og 3, medens Sløjfen om 
det reelle Forgreningspunkt aV4 ombytter 1 og 2. Der 
er endnu to Forgreningspunkter ; de have begge Modulus 

aK4, medens deres Argumenter ere henholdsvis ^n o% 

4 

^ n. For at komme fra z^ til det første af disse Punkter, 

o g 

beskrive vi først en Cirkelbue paa ^ ;r om O, hvorved z^ 

bliver multipliceret med e ^ . Roden 1 bliver derved 

multipliceret med es, 2 og 3 med e^ eller med andre 
Ord, 1, 2 og 3 gaa henholdsvis over til de reelle Værdier, 
vi før betegnede som 1, 3 og 2, hver multipliceret med 

ATZi 

e ^ , Nu kan den givne Ligning skrives 

tr'+2'= 3a» we ^ »ze ^ , 



og deraf slutte vi, at Rødderne, naar vi nu gaa videre 
ad den rette Linie til Forgreningspunktet, paa den kom- 
plekse Faktor nær, maa gennemløbe de samme Værdier, 
som de gennemløbe, naar z følger de reelle Tals Akse 
til det reelle Forgreningspunkt, men i Betegnelserne er 
der den Forskel, at 2 og 3 ere ombyttede. Da nu det 
reelle Forgreningspunkt ombyttede 1 og 2, maa det kom- 
plekse ombytte 1 og 3. Det samme ses paa lignende 
Maade at gælde om det fjerde Forgreningspunkt. Som 
Prøve kan tjene, at en Vej uden om alle Forgrenings- 
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punkterne fører alle Rødderne tilbage til deres oprinde- 
lige Værdier, idet 

(12) (13) (23) (13) = 1. 

Forgreningssnittene lægges fra de 4 Punkter til oo, 
eller, da dette Punkt ikke er Forgreningspunkt , til et 
andet Punkt. Fra dette Punkt udgaa altsaa 4 For- 
greningssnit, i hvilke Bladene gaa over i hinanden, som 
bestemt ved Faktorerne i ovenstaaende Produkt. Punktet 
er et almindeligt Punkt, men desuagtet ligge Bladene 
ikke adskilte. Gaar man i en lille Cirkel rundt om 
Punktet, kommer- man tilbage til sit Udgangsblad, men 
man har paa Vejen været i de andre Blade. 

Eks. 8. iiw'—w + iy =:^ 27w'{l — wyz, 

Forgreningspunkterne ere , 1 og c» ; i det første 
hænge de seks Blade sammen tre og tre, i de andre to 
og to. Vi lægge Forgreningssnit fra O og 1 til oo. Til 
det første svarer en Substitution S = (12 3) (456), til 
det andet en Substitution T, der ombytter Rødderne 
parvis. Substitutionen TS svarer til en Sløjfe om oo 
og maa derfor være af anden Orden, saa at 

TSTS = 1, 

eller da T* = 1 , S» = 1 

TST-^ = S\ 

Heraf udledes, ifølge bekendte Sætninger af Substi- 
tutionsteorien, T = (14) (2 6) (3 5), hvor tre og tre Rødder 
kunne kredsforskydes som i S; de tre forskellige Former 
for T svare til de forskellige Veje, ad hvilke vi kunne 
føre Forgreningssnittet fra Punktet 1 . Ligningens Gruppe 
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dannes af Substitutionerne 

1, S, S", 2\ TS, TS^ 

idet man let ser, at alle andre Substitutioner, der ere 
dannede af S og T ved Multiplikation, kunne reduceres 
til en af de 6 angivne ved Hjælp af de ovenstaaende 
Relationer. 

Fladen hører til de regulært forgrenede, idet Ligningen 
bliver uforandret, naar man for w sætter 

. w 1 1 w — 1 

saa at alle Rødderne kunne udtrykkes rationalt ved een 
af dem. Ligningen bestemmer i Virkeligheden de seks 
Værdier for Dobbeltforholdet mellem de fire Rødder i 
en bikvadratisk Ligning, for hvilken en vis rational Funk- 
tion af Koefficienterne (den absolute Invariant) har 
Værdien z. 

19. En Riemannsk Flade med et større Antal 
Blade bliver let uoverskuelig; det kan derfor være for- 
delagtigt, at benytte Ligningen til at afbilde ;^-Fladen 
konformt paa ^^^-Fladen, især naar den omvendte Funk- 
tion er entydig, i hvilket Tilfælde ii;-Fladen kun faar eet 
Blad. Man benytter derved Forgreningssnittene som 
Konturer. Klein lægger gennem alle Forgreningspunk- 
terne en eller anden lukket Kurve med overalt endelig 
Krumning og lægger Forgreningssnittene saaledes, at de 
falde sammen med Dele af denne Kurve; derpaa føres 
langs med Kurven et Snit, der gennemskærer alle Bladene. 
Hvert Blad deles derved i to Dele, der begrænses af 
Snittets to Bredder. Ved Afbildningen faa vi da disse 
Randkurver afbildede som Kurver med endelig Krumning, 
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undtagen i de Punkter, der svare til Forgreningspunk- 
terne. 

I det ovenfor betragtede Eksempel 8 skære vi de 
seks Blade igennem langs de reelle Tals Akse og dele 
derved hvert Blad i to Halvblade. Det gælder nu om 
at bestemme de Kurver, som beskrives af tv, naar z 
gennemløber de reelle Tals Akse; nu ser man let, at z 
er reel, naar en af følgende Størrelser er reel 



1 

w(l — w): tv -\ — ; 1 
V / ' tv 



tv 



1 



1 



te 



Sætte vi w = x-^iy, finde vi, at disse Størrelser 

ere reelle, naar tv falder paa en af 
Kurverne 

t/(2x~l) = 0; x'-{-f= 1; 




og disse blive saaledes Billeder af 
de reelle Tals Akse; de dele Planen 
i 12 Dele, hver begrænset af tre Cirkelbuer (rette Linier). 
Ethvert Halvblad afbildes som en Trekant (de fire 
strække sig i det uendelige); de tre Stykker af de reelle 
Tals Akse afbildes som Trekantens Sider; Punkterne O, 
1 og CX) svare til Trekantens Vinkelspidser, og Vinklerne 
ved disse ere, som vi maatte vente efter Antallene af 
de i de forskellige Forgreningspunkter sammenhængende 

Skravere vi de Tre- 
kanter, der afbilde de Halvplaner, i hvilke Koefficienten 
til den imaginære Del er positiv (den positive Halvplan), 
vil hver skraveret Trekant støde op til tre hvide og om- 
vendt. Vælge vi et Punkt ;2: i en af de positive Halv- 
planer, vil dertil svare et Punkt w i en af de skraverede 



Blade, henholdsvis ^ , ^ og '^, 
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Trekanter; gaar z nu over de reelle Tals Akse ned i den 
negative Halvplan, vil w gaa over Trekantens Begræns- 
ning ind i en af Nabob-ekanterne ; i hvilken vil afhænge 
af, hvilket af de reelle Tals Akses tre Stykker z passerer. 
Passere vi f. Eks. mellem O og 1 vil, idet Forgrenings- 
snittene ere lagte fra 1 til -f- Q^ og fra O til — oo, z 
blive i sit Blad og w gaa over i en anden Trekant, som 
sammen med den første giver hele Bladets Billede. Den 
eleganteste Form af Afbildningen faa vi imidlertid, naar 
vi projicere «^'-Planen stereografisk paa en Kugle; give 

vi denne en Radius —j- , og lade vi den røre Planen i 

1 ^ 

Punktet^, ville nemlig, hvad vi ikke ville opholde os 

ved at vise, alle Begrænsningslinierne projiceres som 
Storcirkler. Trekanterne projiceres derved som sfæriske 
Trekanter, der, da de have de samme Vinkler, afveks- 
lende blive kongruente og symmetriske og saaledes dele 
Kuglens Overflade i 12 lige store Dele. Projicere vi det 
indskrevne regulære Tetraeders Kanter fra Centrum ud 
paa Kuglen, faa vi netop den nævnte Inddeling. Lig- 
ningen kaldes derfor af Klein Tetraederligningen. 
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KAPITEL III. 

KOMPLEKSE INTEGRATIONSVEJE. 



REELLE RANDINTEaRALER. 

20. Lad P og Q være to reelle Funktioner af de 
retvinklede Koordinater x og y; vi antage om dem, at 
de, ligegyldigt paa hvilken Maade, ere definerede som 
kontinuerte og entydige overalt i et vist Areal, der ligger 
i en Plan eller paa en Riemannsk Flade og er begrænset 
af een eller flere Randkurver. Endvidere forudsætte 
vi, at Funktionerne kunne differentieres. Vi ville da 
vise, at Dobbeltintegralet 

hvor Integrationen skal udstrækkes til hele det givne 
Areal, kan ændres til et enkelt Integral, taget langs med 
Randkurverne. 

Vi dele Arealet i uendelig mange, uendelig smalle 
Strimler ved Hjælp af Linier, parallele 
med a?- Aksen. Enhver Strimmel be- 
grænses da af to parallele Linier og af 
to Bueelementer, der høre til samme 
eller forskellige Randkurver. En Strimmel 
kan ligge helt i eet Blad, men den kan ogsaa gaa over 
et Forgreningssnit og derved komme til at ligge i flere 
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Blade. De begrænsende Bueelementer udgøre tilsammen 
netop alle Randkurveme. Hvis der findes Forgrenings- 
punkter, tænke vi os, at der altid gaar en af de paral- 
lele Linier gennem hvert saadant Punkt. 

Vi betragte nu den ene Del af Int^ralet, nemlig 



J^'SH"' 



og integrere over en Strimmel, hvis Grænselinier ligge i 
Afstandene y og y — dy fra j:- Aksen; vi faa derved 



\ 



jgdx _ Q.-Q,. 



hvor Qa og Q^ betegne, at henholdsvis a og ^ ere ind- 
satte i Q i Stedet for x. « og /9 betyde Abscisserne til 
de Punkter af Randkurverne, hvor Strimlen ender og 
begynder, idet man følger den i Abscissens positive 
Retning. Vi faa nu 

\dy{Qa-Q^) =\Qdy, 

hvor det første Integral er udstrakt til alle Strimlerne, og 
det sidste er taget i positiv Retning langs alle Rand- 
kurverne. De to Integralers Identitet følger af, at man, 
naar man følger Randkurverne i positiv Retning, har 
positive dy, hvor Strimlerne ende, negative, hvor de 
begynde. 

Den anden Del af Dobbeltintegralet behandles paa 
lignende Maade, idet Strimlerne læ^es parallelt med 
y- Aksen; man faar derved denne Del af Integralet om- 
formet til \Pdx, Integralet taget i positiv Retning, langs 
med alle Randkurverne. 
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Vi have bestemt Værdierne af de to bestemte Inte- 
graler ved at indsætte Grænserne i det ubestemte Integral. 
Dette kræver en nærmere Undersøgelse for saadanne 
Strimlers Vedkommende, der indeholde et Punkt, i 
hvilket Funktionen under Integraltegnet er diskontinuert; 
er dette f. Eks. ved en af de først betragtede Strimler 
Tilfældet med et Punkt med Abscissen a, skal man tage 




og lade de positive Størrelser ^ og S aftage mod Nul; 
raan faar derved 

her er imidlertid, da Q er kontinuert, 

^i^{Qa-r-Qa^s) = 0. 

Vi faa derfor, selv om de afledede af P og ^ ere 
diskontinuerte i enkelte Punkter, 

det sidste Integral taget i positiv Retning langs alle 
Randkurverne. Disse Randkurver ere altid fuldstændig 
lukkede Kurver. 

Vi have forudsat, at P og ^ ere reelle Funktioner, 
men dette er ikke benyttet i Beviset og er i Virkeligheden 
unødvendigt; om o? og 2/ er det derimod givet, at de 
kun antage reelle Værdier. 
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Dersom Pdx -[- Qdy er et eksakt Diflferential , har 

man identisk ^ = — , saa at alle Dobbeltintegralets 

Elementer ere Nul. Man har altsaa følgende Sætning: 

Integralet af et eksakt Differential, Pdx -\- Qdy, taget 
i positiv Retning langs den fuldstændige Begrænsning af 
et Areal, er Nul, naar P og Q for alle Punkter af 
Arealet ere entydige og kontinuerte Funktioner af x og y. 



KOMPLEKSE INTEaRATIONSVEJE. 

21. Lad f{z) være en Funktion af den komplekse 
variable z. Funktionen antages entydig i en Riemannsk 
Flade. Vi ville først forklare, hvad vi forstaa ved 

\f{z)dz 

taget langs med en i Fladen liggende Kurve. 

Naar vi gaa fra et Punkt af Kurven til det konseku- 
tive, faar z en Tilvækst dz^ hvis Modulus er Bueelementets 
Længde, medens Argumeutet er Elementets Vinkel med 
de reelle Tals Akse; naar denne Tilvækst multipliceres 
med Funktionens Værdi i Punktet, have vi Integralets 
Element, og Summen af alle Elementerne for hele den 
givne Kurve er lutegralets Værdi. 

Integralets Grænser dannes af Kurvens Begyndelses- 
punkt og Endepunkt; mellem disse kan der imidlertid 
lægges uendelig mange Kurver, og man kan derfor ikke 
vente, at Integralets Værdi kun bliver afhængigt af 
Grænserne. Vi skulle gaa over til disse Forholds 
nærmere Undersøgelse, der skyldes Cauchy, som derved 
har lagt Grunden til den nyere Funktionsteoris Udvikling. 

Vi faa, idet vi indføre de retvinklede Koordinater, 

\f{z)dz = {{u-{-iv){dx-{-idy) = [{{u-{-iv)dx-\-{ui—v))dy. 
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Da ifølge 5 

du dv ^ 8v du 

dx^ dy' dx^ ~dy' 

bliver Udtrykket under det sidste Integraltegn et eksakt 

Differential ; ere u og v entydige og kontinuerte i et vist 

Areal, gælder det samme om f{z) og omvendt; heraf 

følger altsaa: 

Dersom f\z) er entydig og kontinuert i et vist Areal^ 

vil man have 

\f{z)dz = 0, (1) 

naar Integralet tages i positiv Retning langs Arealets 
fuldstændige Begrænsning. 

Lad (C) være Værdien af Integralet, taget i en be- 
stemt Retning langs en vis fuldstændig lukket Kurve (7, 
der alene eller sammen med nogle af Fladens Rand- 
kurver, A^ B O.S.V., fuldstændig begrænser et vist Areal; 
lad C^ være en anden lukket Kurve, der sammen med 
C fuldstændig begrænser et Areal, i hvilket Funktionen 
er entydig og kontinuert. C kan da omformes til C^ ved, 
at man lader den forandre sig kontinuert, saa at det 
mellemliggende Areal, M^ stadig formindskes, indtil det 
bliver Nul, idet C falder sammen med C^. Ved denne 
Forandring vedbliver Kurven C stadig sammen med 
A^ B . , , Bi danne den fuldstændige Begrænsning af et 
Areal ; beholde vi ved Kurvens Forandring dens bestemte 
Retning, og er (CJ Værdien af Integralet paa C^ med 
denne Retning, faa vi ved Betragtning af det af C og 
Cj begrænsede Areal M 

{O) -{C,) = O eller {C) = (CJ, 

idet Integrationens Retning paa en af Kurverne C og C^ 

4 
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maa skifte, naar Kurven skal betragtes som en af Rand- 
kurverne for M og gennemløbes i dennes positive Ret- 
ning. Altsaa : 

Integralet, taget langs en lukket Kurve, forandrer 
ikke Værdi, naar Kurven udvider sig eller trækker sig 
sammen, naar den blot ikke ved sin Forandring passerer 
noget Punkt, i hvilket Funktionen ophører at være entydig 
og kontinuert, 

22. Lad os nu tage Integralet ad to forskellige Veje, 
ACB og ADB, De fælles Begyndelsespunkter og Ende- 
punkter maa her ikke alene svare til de samme Værdier 
af ;^, men ogsaa i begge Tilfælde ligge i de samme 
Blade, saa at man, hvilken af de to Veje, man end 
følger, begynder og ender med de samme Funktions- 
værdier. De to Veje tagne tilsammen, den ene i modsat 
Retning, danne en fuldstændig lukket Kurve. Er denne 
J5r, har man derfor 

{ACB) — {ADB) = {ACB) + {BDA) = («). 

Vi have derved bevist følgende Sætning: 
Tages Integralet ad to forskellige Veje mellem de 
samme Punkter, vil det faa Værdier , hvis Forskel er 
Værdien af Integralet, taget langs en fuldstændig lukket 
Kurve. 

RESIDUER. 

23. Vi befri Fladen for de singulære Punkter, idet 
vi tage dem til Centrer for smaa Cirkelflader og udskære 
disse. Er Punktet en Pol, der ikke tillige er Forgrenings- 
punkt, udskæres Cirkelfladen kun af det Blad, i hvilket 
Polen ligger ; er Punktet et Forgreningspunkt, bliver den 
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udskaarne Del eh lille Skrueflade. Fladen er nu en 
saadan, i hvilken Funktionen overalt er entydig og kon- 
tinuert, men til dens oprindelige Randkurver er føjet de 
ny, der ere fremkomne ved Udskæringerne. 

Man behøver ikke at udskære alle de singulære 
Punkter; hvis en Kurve ved at ændres kontinuert pas- 
serer et saadant Punkt, kan man tænke sig, at dette 
sker ved, at Kurven bringes til at berøre og derpaa i 
sig optage en lille lukket Kurve omkring Punktet. Til 
Integralet føjes derved Integralet taget langs den lille 
lukkede Kurve, og man behøver ikke at udskære Punktet, 
hvis dette Integral har Værdien Nul. Dette gælder f. Eks. 
om Forgreningspunkter, der ikke tillige ere Poler. Inte- 
gralets Modulus er nemlig lig eller mindre end Produktet 
af Kurvens Længde og Funktionens største Modulus paa 
Kurven, og dette Produkt aftager mod Nul, naar Kurvens 
Længde aftager mod Nul. Punktet go maa undersøges 
særlig, thi her er Vejen i Planen uendelig lang, og Inte- 
gralet behøver derfor ikke at blive Nul, selv om Funk- 

1 
tionen bliver Nul; man indfører som sædvanlig z = — 

tv 

og har da at tage Integralet 



m 



l\du 



langs en uendelig lille Cirkel om Punktet 0. 

Det er heller ikke nødvendigt at udskære alle Polerne. 
Er a en Pol, der ikke tillige er Forgreningspunkt , kan, 
som det senere vil blive vist. Funktionen i Punktets 
Omegn deles i to Dele, af hvilke den ene er holomorf i 
a og derfor uden Betydning for Integralet, medens den 
anden kan skrives som en endelig Sum af Led af Formen 
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A{z — a)-p, 



hvor A er en Konstant, og p er et positivt, helt Tal. 
Nu er, idet man indfører Modulus og Argument for 
z — a, og Integralet tages langs en lille Cirkel om a 
med Radius r 

^{z — a)-P dz = r^-P ^(cos + i sin 0)-p d • (cos + i sin 0) 

hvor Mærkerne ved Klammen angive den højere og lavere 
Grænse for 0; det fundne Udtryk har altid Værdien Nul, 
naar p "> i- 

For p == 1 faar man 



[I . (cos + i sin 0)f^- [/ • e^«]'= 2 tt k (3) 



Vi se altsaa, at af alle Leddene har kun det Betyd- 
ning, hvis Nævner indeholder z — a i første Potens. 
Koefficienten til dette Led er af Gauchy kaldt Residuet 
med Hensyn til Punktet a. 

Er a tillige et Forgreningspunkt , i hvilket q Blade 

hænge sammen, kan Funktionen udvikles som ovenfor, 

_i_ 

kun at man for z — a faar {z — ay. For at faa dette 
Tilfælde med behøve vi blot i Regningerne ovenfor at 
lade p betyde en Brøk med Nævneren g, men skal da 
gaa fra O til 2g'n:, da den fuldstændig lukkede Kurve gaar 
q Gange om Punktet a. Derved bliver den sidste Faktor 
i Resultatet i (2) som før Nul, saa at ogsaa i dette 
Tilfælde det eneste Led, der faar Betydning, er det, der 
har z — a til Nævner. For dettes Vedkommende bliver 
Integralets Værdi 2 qni. Vi have saaledes følgende Sætning : 
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Dersom Funktionen i et Punkt har Residuet A, vil 
Værdien af Integralet, ført i positiv Retning i en lille 
lukket Kurve om Punktet, være 2qniA, naar q betegner 
det Antal Gange, som Kurven omkredser Punktet, 

Dersom p ligger mellem O og 1, vil i Resultatet 
i (2) Faktoren r^-p aftage mod Nul, samtidig med r; 
I dette Tilfælde vil Integralet saaledes ogsaa blive Nul 
for en tilsyneladende lukket Kurve om Punktet, naar 
Kurven er uendelig lille. Kurven kan vel udvides, men 
da den ikke er lukket, maa dens Endepunkter blive 
lidende. 

PERIODICITETSMODULER. 

24. Vi ville antage, at en lukket Kurve A sammen 
med nogle af de ved Udskæringen dannede smaa Rand- 
kurver jB, c... fuldstændig begrænser et Areal; da 
Funktionen i dette overalt er entydig og kontinuert, 
har man 

(^) + (fi) + ((7) + ... = 0. 

De sidste Integraler skifte Tegn, naar vi bestemme 
Kurvernes positive Retninger i Forhold til de udskaarne 
Punkter; med denne Betydning af Betegnelserne har 
man da 

{A) = (fi) + (C) + ... = 2;r/(6 + ^ + ...). 

hvor i, c, . . . betyde de til Punkterne hørende Residuer, 
multiplicerede med passende hele Tal for Forgrenings- 
punkternes Vedkommende. Til det samme Resultat 
kommer man ved at bemærke, at A kan trækkes sammen 
til smaa lukkede Kurver om B^ C , . , og Dobbeltlinier, 
der forbinde disse Kurver. Paa en saadan Dobbeltlinie 
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bliver Integralet at tage to Gange med modsatte Ret- 
ninger, medens i hvert Punkt Funktionsværdien er den 
samme paa Henvejen og Tilbagevejen. Det samlede 
Integral paa Dobbeltlinien er derfor Nul, og Resultatet 
bliver som ovenfor Summen af Integralerne om de ud- 
skaame Punkter. Disse Integraler kaldes Periodicitets- 
moduler. 

Der gives imidlertid lukkede Kurver, der ikke sammen 
med Kurverne B, C . . . begrænse et Areal. Vi ville 
senere faa at se, at man kan tilføje et vist System af 
lukkede Kurver, saaledes, at man ved disses Hjælp altid 
for enhver given lukket Kurve kan opnaa den fuldstæn- 
dige Begi*ænsning af et Areal. Vi faa herved ny Periodi- 
citetsmoduler, bestemte ved Integralerne langs med de 
tilføjede Kurver. For en hvilken som helst lukket Kurve 
kan efter denne Tilføjelse Integralet udtrykkes som en 
Sum af Periodicitetsmoduler, i hvilken Sum Modulerne 
kunne findes multiplicerede med positive eller negative 
hele Tal. 

Vi have set, at Forskellen mellem to Integraler, 
tagne mellem de samme to Punkter, men ad forskellige 
Veje, er lig Integralet taget langs en lukket Kurve; da 
dette kan udtrykkes ved en Sum af Periodicitetsmoduler, 
faa vi saaledes almindeligt 

I = i,+ w,^, + n,J,+ . . . , (4) 

hvor Jj er Integralet taget ad en vilkaarlig Vej, medens 
I er taget ad en hvilken som helst anden Vej mellem 
de samme Grænser. A^^ A^. , . ere Periodicitetsmodulerne, 
<^g ^1? ^2 • • • ^^^ hele, positive eller negative Tal. 

Betragte vi Integralets lavere Grænse som konstant, 
medens den højere Grænse er et variabelt Punkt z, og 
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give vi z en lille Tilvækst dz^ vil Integralet ifølge Defini- 
tionen faa Tilvæksten f{z)dz. Vi se deraf, at 

dl .. . 

Tz = ^(^) 

er uafhængig af Tilvækstens Retning. Integralet hestemmer 
derfor en monogen Funktion af den variable højere Grænse, 
Den er oo-tydig, hvis ikke alle Periodicitetsmodulerne 
ere Nul. 

Integralet kaldes Abelsk, naar Funktionen under 
Integraltegnet er algebraisk. 

I de følgende Eksempler ere Fladerne saa overskue- 
lige, at de lukkede Veje, der bestemme Periodicitets- 
modulerne, let falde i Øjnene. 

T^i 4 ^dz 

Eks. 1. 



\ 



Mz 



Forgreningspunkterne O og oo forbindes ved et For- 
greningssnit. For det sidste Punkt omformes Integralet til 



-\ 



du 



hvor Funktionen for w = O har en Pol, men intet 
Residu. Det samme gælder for ;? = O, saa at intet af 
Punkterne skal udskæres. Af lukkede Kurver have vi 
saadanne, der gaa to Gange om et af Punkterne og be- 
grænse en Skrueflade og saadanne, der forløbe i samme 
Blad og omslutte begge Punkter eller intet af dem, to 
Tilfælde, der ikke ere forskellige fra hinanden. Vi se 
heraf, at enhver lukket Kurve alene begrænser et Areal; 
Integralfunktionen har derfor ikke Periodicitetsmoduler, 
men er en-tydig paa den Riemannske Flade. Dette 
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stemmer med, at Integralet er algebraisk og en rational 
Funktion af Vz, 

Eks. 2. [-^ . 

De to Forgreningspunkter + 1 og — 1 forbindes; 
de ere Poler, men skulle ikke udskæres. 2=00 skal 
ikke udskæres. Tilfældet er derfor som det forrige; man 
har en tobladet Riemannsk Flade uden Randkurver med 
to Forgreningspunkter, forbundne ved et Forgreningssnit. 
Abelske Integraler paa en saadan Flade have ingen 
Periodicitetsmoduler og ere algebraiske. 

Eks. 3. {-^—^ . 

Fladen er den samme som i Eks. 2. Integralet er 
en rational Funktion dX z og V^l — 2;*, nemlig 



l/l— 0^ 



Eks. 4. w = hz = \— ; z = e?^. 




Punktet O er, paa den eenbladede Flade, en Pol 
med Residuet 1 ; undersøges 00 paa sædvanlig Maade, 
finder man der Residuet — 1. De to Punkter bestemme 
derfor kun den ene Periodicitetsmodul ^rci. Da en 
lukket Vej om det ene eller om begge Punkterne kan 
trækkes sammen til et Punkt, og da der ikke findes 
andre lukkede Kurver, er den fundne Modul den eneste. 
Betegne vi Værdien af Integralet, taget langs den rette 
Linie fra 1 til z^ med hz^ have vi altsaa 

l.z = l-z-\-^pni ^ 

hvor p er et positivt eller negativt helt Tal. 
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Funktionens Riemannske Flade faar uendelig mange 
Blade, der hænge sammen i O og oo, som forbindes ved 
et Forgreningssnit , som vi ville føre langs den negative 
Del af de reelle Tals Akse. Langs dette lade vi hvert 
Blad føre op i det ovenfor liggende, naar vi ved et 
positivt Omløb om Punktet O overskride Forgrenings- 
snittet. I en Række Punkter, der ligge lige over hin- 
anden, vokser da Logaritmens Værdi med %ni for hvert 
Blad, vi stige op. 

Skære vi et af Bladene løst fra de to nærmeste, faa 
vi i Bladet en uendelig smal Randkurve, der dannes af 
en Dobbeltlinie fra O til — oo. Føre vi Integralet til to 
Punkter, der ligge uendelig nær ved hinanden paa hver 
sin Side af Dobbeltlinien, den ene Gang ad en Vej, der 
gaar positivt om O, den anden Gang ad en Vej, der gaar 
negativt om O, vil Integralets Værdi i det første Tilfælde 
være 2;r^ større end i det sidste. 

Vi ville nu afbilde Bladet paa f^?-Planen; Dobbelt- 
liniens to Dele, eller, som vi ville udtrykke os. Snittets 
to Rande maa give forskellige Billeder, det ene dannet 
af det andet ved en Parallelforskydning, bestemt ved 
Periodicitetsmodulen 2 ni. Er n en positiv Størrelse, have 
vi l{ — n) = ln-\- {2p -^ l)7ri, hvor vi ved In forstaa 
den reelle Logaritme, og p er et helt Tal. Vi ville 
antage, at vi have valgt det Blad, hvor vi for den øverste 
Rand af Snittet have ^ = 0; for den nederste have vi 
da ^ = — 1; vi se deraf, at Bladet afbildes som en 
uendelig lang Strimmel med Bredden 2;r og begrænset 
af to rette Linier, som til begge Sider strække sig i det 
uendelige, og som ligge parallele med de reelle Tals 
Akse paa begge Sider af den i Afstanden tt. 

Til denne Strimmel slutte sig nu til begge Sider 
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dermed kongruente Strimler, som ere Billeder af de to 
Blade, der ligge nærmest over og under det, vi begyndte 
med. Gaa vi videre paa samme Maade, se vi, at Billedet 
af den Riemannske Flade med de derpaa udførte Snit 
deler w^-Planen i uendelig mange Strimler med Bredden 
2 Tz, At Strimlerne begrænses af rette Linier, er uvæsent- 
ligt og hidrører fra den særlige Form, vi gav Forgrenings- 
snittet; trække vi en anden Linie mellem O og oo, vil 
Billedet ogsaa blive et andet, men i alle Tilfælde ville 
de uendelig mange Billeder dannes af eet af dem ved 
stadige Parallelforsis ydninger ^izL 

Vi have nu faaet Midler til at undersøge den om- 
vendte Funktion z = e^. Til et vilkaarligt givet Punkt 
w svarer kun eet Punkt z\ Funktionen er derfor entydig 
i hele Planen^ til Punkterne wA^^'pizi^ hvor 'p gennem- 
løber alle hele Tal, svare Punkter, der i den Riemannske 
Flade ligge lige over hinanden, og som derfor svare til 
det samme komplekse Tal z, z bliver saaledes ufor- 
andret, naar w faar en Tilvækst af 2 Tre og kaldes derfor 
en 'periodisk Funktion af w med Perioden 2;ri. z er 
kontinuert i Omraadet af ethvert endeligt w^ saa at oo 
er det eneste singulære Punkt; i dette faar Funktionen 
alle mulige Værdier, da en uendelig fjern Strimmel er 
Billedet af et helt Blad. Punktet oo er derfor et væsent- 
ligt singulært Punkt. 



Eks. 5. 



w = arctg;2; = \ ^ ^ \ z = tg«/;. 



i og — i ere Poler , der henholdsvis have Residuerne 

1 1 

?i7-. o^ — 7^; en lukket Kurve om et af Punkterne be- 
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stemmer derfor Periodicitetsmodulen n. Da der ikke er 
noget at mærke ved Punktet oo, bliver denne Periodi- 
citetsmodul den eneste. Det samme Resultat findes ved 
Betragtning af Ligningen 

arctg;2? = ^Jt— ^ — ;, 
2^ 1 — zi 

som man finder, naar man dekomponerer Brøken og 
integrerer. 

Den Riemannske Flade faar uendelig mange Blade 
og har Forgreningspunkter i -\-i og — i^ der forbindes 
ved et Forgreningssnit. Er dette en ret Linie, vil dennes 
Billede i «^?-Planen være en ret Linie, der strækker sig i 
det uendelige til begge Sider og er vinkelret paa de 
reelle Tals Akse. Brøken under Logaritmetegnet er 
nemlig positiv, naar z er et Punkt mellem -\-i og — i. 
Benytte vi den reelle Værdi af Logaritmen, bliver arc tg 
ren imaginær, saa at en Rand af Forgreningssnittet 
afbildes paa i«?-Planen i de imaginære Tals Akse. De 
andre Billeder af Snittet blive da parallele med denne 
og dele Planen i Strimler med Bredden tt. 

Til 2? = 00 svarer 

Af de fundne Resultater slutte vi, at tgw er en i 

hele Planen entydig Funktion, der har Poler i Punkterne 

2» -f- 1 
^ ^ TT. Punktet 00 ses som i det foregaaende Eksempel 

at være et væsentligt singulært Punkt. 

Eks. 6. . 

w == arc sin z = \ ^ ^ • <2^ ^ sm w. 
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Funktionen har en tobladet Riemannsk Flade, der i 
+ 1 og — 1 har Forgreningspunkter; disse ere tillige 
Poler, men da man i Nærheden af Punktet 1 har 



medens i Nærheden af — 1 



1/1—^ = V2VI 

vil Integralet t£^et om et af disse Punkter langs en 

uendelig lille Kurve være Nul, selv om Kurven kun er 

1 
tilsyneladende lukket. For Punktet oo sætte vi ø = — 

og faa 

du 



i 



der i Nærheden af w = O bliver 

du 



4- 



u 



Vi have derfor ved 2; ^ oo to adskilte Punkter med 
Residuerne 4:**. En lukket Kurve om et af Forgrenings- 
punkterne giver ingen Periodicitetsmodul ; lægge vi For- 
greningssnittet fra +1 til — 1 , vil en lukket Kurve om 
be^e Punkterne forløbe i et af Bladene og kunne 
sammentrækkes til en lille Kurve om et af Punkterne oo ; 
man faar derfor kun een Periodicitetsmodul, nemlig Stt. 
Kurven begrænser ikke alene, men sammen med en 
Kurve om et af Punkterne 00 et Areal. Sammentrække 
vi den om de to Forgreningspunkter, kunne vi ikke naa 
videre end til en Kurve, der gaar een Gang i en uendelig 
lille Cirkel om det ene Forgreningspunkt, ad en ret Linie 
til det andet, om dette og tilbage ad den rette Linie. 
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Integralerne om de to Punkter ere, som ovenfor nævnt 
Nul ; de to Integraler langs den rette Linie blive lige store, 
da for samme Punkt baade Kvadratroden og dz have 
modsatte Tegn de to Gange, Punktet passeres. Periodi- 
citetsmodulen bliver derfor overensstemmende med det 
ovenfor ad en anden Vej fundne Resultat 



dz 

= 4\ w. ; = 4- arc sin 1 = 2;r. 




J/1_;2^ ^\\/l—^ 



Ville vi danne Integralfunktionens Riemannske Flade, 
kommer den tobladede Flade til at spille den samme 
Rolle som Planen i de foregaaende Tilfælde. Fladen 
faar derfor uendelig mange Blade, af hvilke ethvert atter 
er tobladet. De to Punkter oo ere Forgreningspunkter, 
saaledes at hvert af dem for sig hænger sammen med 
alle de analoge. Forgreningssnittet lægges mellem de to 
Punkter og maa, for at komme over fra det ene Blad i 
det andet, passere den tobladede Flades Forgreningssnit. 
Vi ville lade det følge Ordinataksen, saa at z paa Vejen 
er ren imaginær. Sætte vi z = iy^ hvor y er reel, 

faa vi 

dy 



w 



=•1 



1/1+^' 



saa at w paa Multipla af Periodicitetsmodulen nær er 
ren imaginær. Snittets Billeder i ^^;-Planen blive derfor 
et System af Paralleler, af hvilke den ene falder paa 
Ordinataksen, medens Afstanden mellem to paa hinanden 
følgende er 2;r. 

Enhver af Strimlerne er Billedet af et Dobbeltblad. 
For at faa Billedet af det enkelte Blad ville vi under- 
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søge Beliggenheden af de to Punkter w^^ og w^, som svare 
til to Punkter ø^ og z^, der li^e hvert i sit Blad, lige 
over hinanden. Vi søge Summen tv^ -\- u\ og skulle da 
gaa fra O i et af Bladene til z^ og z^^ idet den ene Vej 
nødvendigvis maa føre over Forgreningssnittet. Det sidste 
Integral bliver uforandret, naar vi samtidig forandre 
Kvadratrodens Fortegn og Vejens Retning. n\-\-ic^ 
bliver derved Værdien af Integralet, ført fra O om det 
ene Forgreningspunkt og tilbage til O i det andet Blad. 
Denne Vej kan sammentrækkes til en, der fører fra O i 
en ret Linie til 1, omkring 1 i en lille Cirkel og tilbage 
til O med modsat Fortegn for Kvadratroden. Vi faa derved 

Sdz 

Vi se heraf, at Midtpunktet mellem u\ og w^ er det 
ene eller det andet af de to Punkter \ (2^ -|- 1) ;r, der ligge 
i den betragtede Strimmel. To af Strimlens Punkter, 
hvis Afstand halveres af et af de nævnte Punkter, ville 
altid høre hvert til sit Blad. Strimlen deles i to Dele, 
svarende til de to Blade, af en Linie, der er Billede af 
Forgreningssnittet, og hvis Form afhænger af dettes Form. 
Lade vi f. Eks. Forgreningssnittet være den rette Linie 
mellem de to Punkter, vil z for alle dens Punkter være 
reel og w derfor ogsaa være reel. Den Linie, der deler 
Strimlen, bliver da det Stykke, som den afskærer af de 
reelle Tals Akse. Man maa herved erindre, at For- 
greningssnittet er dobbelt, da man kun derved faar det 
hele Liniestykke. Den omvendte Funktion, smw^ er 
entydig og kontinuert i hele Planen og har i Punktet oo 
et væsentligt singulært Punkt. 
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Eks. 7. 



dz i dz 



"^ = V(l-^)(l-A:V) = \K^) 5 ^ = «'" ^™ «' = «« «'• 



Integralet er det elliptiske Integral af første Art i 
den Legendreske Normalform. Jacoby har kaldt den 
omvendte Funktion Sinusamplitude, Vi ville antage k 
reel, men Behandlingen bliver i det væsentlige den 
samme for komplekse k. Vi ville tillige forudsætte k<i\. 
For A: = 1 er Integralet algebraisk ; for A: == O gaar det 
over til arcsin^. 

Vi begynde ved Integrationen med den positive 

Værdi af Kvadratroden og tænke os denne Værdi i det 

øverste Blad. Den tobladede Flade har Forgrenings- 

1 1 

punkter og Poler i — 1, +1, — -^ og + -r 5 ^^^se Punkter 

skulle ikke udskæres, saa lidt som de to Punkter oo. 

Vi lægge Forgreningssnit fra — 1 over O til -]- 1 og 

1 1 

fra — ^ over oo til -|-t- ^^ ^^J onikring alle 4 eller 3 

af Punkterne kan ogsaa betragtes som omsluttende intet 
eller eet Punkt og giver derfor ingen Periodicitetsmodul. 
Vi skulle derfor kun betragte lukkede Veje, der omslutte 
to Punkter. 

Lad en saadan, liggende i øverste Blad, omslutte 
Punkterne — 1 og + 1- Den bestemmer en Periodicitets- 
modul, der af Jacoby betegnes 4 jfiC; ved Sammentrækning 
findes 

dz 




4iC= 21 . : , .: K = 



A {z, k) ' 



K kan ikke udtrykkes ved bekendte Funktioner, men 
kan udvikles i en konvergent Række efter Potenser af k? ; 
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idet man udvikler (1 — A:V)~* efter Binominalformlen, 
multiplicerer med (1 — 2^)~^dz og integrerer, finder man 

^-i{'+a)W(i^)v+(i^)v+...). 

Man kan paa seks Maader kombinere de fire Punkter 
to og to, men da en Kurve, der omslutter to af Punk- 
terne, ogsaa kan siges at omslutte de to andre, bliver 
der kun tre Tilfælde at undersøge; vi have undersøgt 

det ene; som anden Kurve ville vi tage en, der omslutter 

1 
Punkterne 1 og ^ , og sammentrække den paa sædvanlig 

Maade. Vi faa derved en Dobbeltlinie, paa hvilken A 
er ren imaginær. Jacoby betegner den tilsvarende 
Periodicitetsmodul ved 2^^', hvor iC' er reel; vi have da 




2iK' = 2 

Sætte vi her 

1 -^ fe = n^j ; fe 2/ =^ 1 — fc^Zy^ , 

finde vi for K^ det samme Udtryk som for Æl, kun at 
k er ombyttet med \. 

Den tredje Kurve fører til Integralet 




ng=ng+ 



Det sidste Led giver Værdien af Integralet ført langs 
en lukket Kurve, der begrænser et Areal, hvori For- 

11 N 

greningspunkterne — -r og + -?; » ^^^^ '^^^ — ^ og -|- 1 
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ligge; den begrænser da imidlertid ogsaa et Areal, hvori 
de to sidste, men ikke de to første ligge, og kan saaledes 
sammentrækkes til Dobbeltlinien fra — 1 til + 1. Den 
tredje Kurve giver derved en Periodieitetsmodul, der kan 
udtrykkes ved de to andre liniært og med hele Koeffici- 
enter. Funktionen har derfor kun to Periodicitetsmoduler. 
Vi ville nu afbilde et Dobbeltblad af Integralfunk- 
tionens Riemannske Flade paa w-PlsLuen. Dobbeltbladet 

begrænses af de fire Rande, som de to Linier, den fra 

1 
— 1 til -[- 1 og den fra 1 til ^ , have. For den første var 

en af Integralets Værdier reel; Billedet bliver derfor to 
rette Liniestykker, parallele med de reelle Tals Akse, 
paa hvilken det ene Liniestykke falder, naar vi have 
valgt Bladet mellem dem, for hvilke den imaginære Del 
af Integralets Værdi ligger mellem O og 2£^'^. Paral- 
lelernes Afstand er SÆT', thi for at komme fra et Punkt 
ved den ene Rand til det nærliggende Punkt ved den 
anden Rand maa vi gennemløbe den anden lukkede 
Kurve, der gav Periodicitetsmodulen 2^ii^'. Paa samme 
Maade se vi, at de to Rande af den anden Linie af- 
bildes som to Liniestykker, parallele med de imaginære 
Tals Akse og med Afstanden 4A'; for et passende Blad, 
der ogsaa opfylder den tidligere stillede Betingelse, vil 




et af Liniestykkerne falde paa Ordinataksen. Billedet af 
Bladet bliver saaledes et Rektangel med Siderne 4if og 
2K\ Figuren, hvor dog for Tydeligheds Skyld de to 



66 KAPITEL III. 

Kurver ere tegnede før Sammentrækningen, medens 
Billedet er det endelige, viser, hvorledes de fire Rande 
tilsammen danne en sammenhængende Randkurve, der 
gennemløbes i positiv Retning samtidig med, at w gennem- 
løber Rektanglets Perimeter. 

Fra et vilkaarligt Punkt z i Dobbeltbladet kunne vi 
gaa hen til et hvilket som helst Punkt af Randkurven ; 
vi ville f. Eks. gaa hen til et Punkt af 4; det til z svarende 
Punkt w vil samtidig gaa hen til et Punkt af Siden 4; 
gaa vi videre over Randen 4, kommer ^ op i et nyt 
Blad, og w gaar over Siden 4 ind i et nyt Rektangel, 
der er Billedet af det ny Blad o. s. v. 

Den Riemannske Flades c»'' Dobbeltblade svare til 
00* kongruente Rektangler, der netop fylde w?- Planen 
een Gang. z er derfor en entydig Funktion af tv; den 
kaldes dobbeltperiodisk^ da dens Værdi bliver uforandret, 
naar vi til tv adderer et vilkaarligt Antal Perioder. Vi 
have altsaa 

snw = sn {w -\-i!mK-\- '2^ ifiK') ^ 

naar m og n ere hvilke som helst positive eller negative 
hele Tal. 

Lad Wj^ og w^ være de to Værdier af Integralet, som 
svare til to Punkter z^ og z^, der ligge i et Dobbeltblad 
lige over hinanden; for at komme til dem fra O lade vi 
den ene Vej forløbe i øverste Blad, medens den anden 
overskrider det Forgreningssnit, som forbinder — 1 med 
-j- 1. Vi se da, som ved arcsin, at iv^-\-n\ er Værdien 
af Integralet, ført fra O hen til 1, t en lille Cirkel om 1 
og tilbage igen. Denne Værdi er netop den halve første 
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Periodicitetsniodu], saa at man har, bortset fra Periodi- 
citetsmoduler, 

w^ + iv^ = ^K. 

Alle Midtpunkter mellem to Punkter w^ og w^ be- 
stemmes derfor ved 

Af disse Punkter findes to i hvert Rektangel; to 
Punkter, u\ og w^, beliggende i Rektanglet, have derfor 
et af disse Punkter til Midtpunkt. Dele vi Rektanglet 
ved en ret Linie gennem disse to Punkter i to Dele, 
kunne disse to Dele opfattes som Billeder af de enkelte 
Blade, Linien som Billede af et dem adskillende For- 
greningssnit. 

Lægge vi en Kurve i øverste Blad om alle fire 
Forgreningspunkter , vil Integralet, taget langs denne, 
blive Nul. Lade vi Kurven trække sig sammen til Aksen, 



-7 ^ +/ ^ CO .^ 

1 
ville Integralets Dele fra 1 til j- og tilbage hæve hinanden. 

Paa de andre Stykker har Kvadratroden modsat Fortegn 
paa Vejene frem og tilbage, saa at vi faa 



eller 

dz j^ 
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Heraf udledes let, at man, bortset fra Periodicitets- 
moduler, har 



100 



1^= sn(ooj = iK\ 

åltsaa 

sn ((xj = ^K — iK. 

Vi se heraf, at z bliver uendelig i to Punkter i hvert 
Parallelogram; da z ikke har andre Værdier end oo i 
disse Punkter, ere de Poler. 



Eks. 8. tv = \ 1/ ^. -2- dz . 



[l/fe' 



Integralet er det saakaldte elliptiske Integral af 
anden Art. Funktionen under Integraltegnet har den 
samme Riemannske Flade som den, vi betragtede i det 
forrige Tilfælde. Da intet Punkt skal udskæres, bestemmes 
de to Periodicitetsmoduler ved de samme Kurver, som 
vi benyttede oven for. Medens det første elliptiske Inte- 
gral kun kan blive uendeligt ved Tilføjelsen af uendelig 
mange Periodicitetsmoduler, bliver dette uendeligt, naar 
z vokser i det uendelige. 

Vi komme senere til en nærmere Undersøgelse af 
de elliptiske Integraler og Funktioner. 
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KAPITEL IV. 

FLADERS SAMMENHÆNG OG NORMALFORM. 



FLADERS SAMMENHÆNG. 

25. Vi have set, at et Integral er en entydig Funk- 
tion af den variable højere Grænse, naar dennes Be- 
vægelse er indskrænket til et Fladestykke, i hvilket enhver 
lukket Kurve alene begrænser et Areal. Ved andre 
Fladestykker maa vi søge de væsentlig forskellige lukkede 
Kurver, der ikke hver for sig alene begrænse et Areal, 
idet disse bestemme Integralfunktionens Periodicitets- 
moduler. Ved de simple Eksempler, som vi have betragtet, 
var det let at finde disse Kurver, men ved mere sammen- 
satte Flader kunne Forholdene blive meget uoverskuelige ; 
vi ville derfor udvikle en almindelig Teori for Periodi- 
citetsmodulernes Bestemmelse og derved tillige tage andre 
nærliggende Forhold i Betragtning. Da de lukkede Kur- 
vers Antal og Beliggenhed afhænger af Fladens Form, 
maa vi karakterisere de forskellige Fladeformer, og vi 
ville her udstrække vore Undersøgelser ogsaa til andre 
Flader end Riemannske, skønt det er disse, der særlig 
have Betydning for os. Ved disse Undersøgelser betragte 
vi Flader som ligegældende, der kunne føres over i hin- 
anden ved Sammentrækninger, Udvidelser, Bøjninger og 
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Strækninger, idet dog ingen Sønderrivninger eller Sammen- 
føjninger maa finde Sted. En Randkurve maa derfor 
ved Ændringen vedblive at være en Randkurve, det vil 
sige, at den maa vedblive at være en lukket Kurve, der 
ikke kommer til at røre eller skære sig selv eller andre 
Randkurver. Tænke vi os Fladen som et Net af uendelig 
smaa Masker, kunne vi tænke os, at Ændringen sker ved, 
at de enkelte Masker, idet de vedblive at være uendelig 
smaa, sammentrække sig og udvide sig, og vi se deraf, 
at Fladen, medens den ændres, vedbliver at svare til sig 
selv Punkt for Punkt. En eller flere lukkede Kurver, 
der begrænse et Areal, maa derfor beholde denne Egen- 
skab, og da det er Bestemmelsen af saadanne Kurver, 
vi ved den følgende Undersøgelse have for Øje, bliver 
det ligegyldigt, om vi betragte den givne eller den ændrede 
Flade. 

Lad os skære en Flade igennem langs en Linie AB. 
En lukket Kurve, der skærer AB, vil derved blive aabnet ; 
vi lade nu Fladen ændre sig og ende med atter at samle 
de to Rande AB saaledes, at Punkt for Punkt af dem 
falde sammen , som de vare samlede før Adskillelsen. 
De aabnede Kurver ville derved atter lukke sig, og Fladen 
vil have beholdt de Egenskaber, der have Betydning for 
os. Vi se heraf, at en Sønderrivning kan være tilladt, 
naar den senere hæves ved den tilsvarende Sammen- 
menføjning. 

Heraf følger, at en Skrueflade, udskaaren om et 
Forgreningspunkt , er ligegældende med en almindelig 
Cirkel flade \ vi kunne nemlig skære den op langs en 
Radius og efter en passende Omformning atter lade de 
to Radier vokse sammen. Vi se ogsaa let, at de to 
Flader kunne bringes til at svare til hinanden Punkt for 
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Punkt. Dele vi Skruefladen i uendelig niange Udsnit, og 
gøre vi i ethvert af disse Vinklen 2? Gange mindre, hvis 
der er p Blade, vil Skruefladen gaa over til en Cirkelflade. 

Neumann kalder den almindelige Girkelflade en 
Element arflade. Et Rektangel, en Kuglekalot, ej^ Skrue- 
flade o. s. V. ere altsaa alle Elementarflader. Enhver 
Elementarflade har een Randkurve, og enhver i den 
liggende lukket Kurve begrænser alene et Areal. 

En Tore er en lukket Flade uden Randkurve; ud- 
skære vi et lille Stykke af den {punktere den), faar den 
en Randkurve, men den er ikke derved bleven til en 
Elementarflade; man ser nemlig let, at man i den kan 
lægge lukkede Kurver, der ikke alene begrænse et Areal. 
Det samme gælder om en Girkelring og om en Cylinder- 
flade begrænset for Enderne ved Randkurver; disse ere 
ikke Elementarflader, men indbyrdes ligegældende. Skærer 
man dem op langs en Linie, der forbinder de to Rand- 
kurver, gaa de over til Elementarflader. 

26. Vi ville nu nærmere karakterisere de Flader, 
som vi ville undersøge: 

De skulle være endelige og, i alt Fald efter en Punk- 
tering, være begrænsede af en eller flere Randkurver. 
Ethvert ved en lille lukket Kurve udskaaret Stykke skal 
være en Elementarflade med en bestemt positiv Retning 
paa Randkurven, 

Vi have herved udelukket Flader, der spalte sig, og 
Flader med kun een Side; ved disse, der først ere be- 
mærkede af Møbius, kan man komme fra et Punkt paa 
Fladens øvre Side til det lige derunder liggende Punkt 
uden at bøje om Randen. Tag en Papirstrimmel, der 
har Form af et smalt Rektangel , og farv den ene Side 
sort. Hvis vi samle de to Ender, saaledes at Sort støder 
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til Sort og Hvidt til Hvidt, faa vi en tosidet Flade med 
to Randkurver, men sno vi Strimlen saaledes, at ved 
Sammenføjningen Sort støder til Hvidt og Hvidt til Sort, 
faa vi en ensidet Flade med een Randkurve. Efter 
Sammenføjningen kommer man nemlig ved kontinuert 
Bevægelse over fra Sort til Hvidt, og man kan derfor 
ikke gøre Forskel paa to Sider. Udskære vi et lille 
Stykke ved en lukket Kurve, faar denne ikke en bestemt 
positiv Retning, da det begrænsede Areal ligger paa 
begge Sider. Vi betragte altsaa kun tosidede Flader; vi 
ville tænke os, at den Side, paa hvilken vi operere, er 
hvid, den anden sort. Ved Sammenføjninger af Rande 
maa vi naturligvis sørge for, at de ensfarvede Sider føjes 
sammen, da vi ellers gjorde Fladen ensidet. 

27. I Fladen kunne vi lægge Snit; vi tænke os 
disse med en lille Bredde, som smalle Strømme, hvor 
Strømmen ikke hører til Fladen, men dens Bredder blive 
ny Randdele. 

Et Ringsnit dannes, idet man gennemskærer Fladen 
langs en lukket Kurve, der ikke skærer eller rører sig 
selv eller nogen Randkurve. Et Ringsnit forøger Ran- 
denes Antal med to og kan dele en sammenhængende 
Flade i ikke sammenhængende Dele. Dette vil f. Eks. 
altid finde Sted, naar det er lagt i jen Elementarflade. 

Et Tværsnit fører fra et Punkt af en Randkurve til 
et Punkt af den samme Randkurve eller af en anden 
Randkurve eller af sig selv. I det sidste Tilfælde kaldes 
det ogsaa et Sigmasnit og kan betragtes som sammensat 
af et Ringsnit og et Tværsnit mellem to Randkurver. 
Et Tværsnit maa ikke have andre Punkter end de nævnte 
fælles med Randkurveme og heller ikke skære eller røre 
sig selv. 
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Et Tværsnit forøger Randkurvernes Antal med een, 
hvis det forbinder to Punkter af samme Randkurve; dets 
to Bredder blive Dele af forskellige Randkurver*, og det 
kan dele Fladen i ikke sammenhængende Dele; det for- 
mindsker Randkurvernes Antal med een, dersom det 
forbinder to forskellige Randkurver, idet disse sammen 
med Tværsnittets to Bredder danne een Randkurve; det 
kan i dette Tilfælde ikke dele Fladen i ikke sammen- 
hængende Dele; thi ved at følge den nydannede Rand- 
kurve kommer man over fra den ene Side af Tværsnittet 
til den anden. Da et Sigmasnit er sammensat af et 
Ringsnit og et Tværsnit af den sidst omtalte Art, forøger 
det Randkurvernes Antal med een. Har en Flade p 
Randkurver, kunne vi ved at forbinde to af disse med 
et Tværsnit formindske Randkurvernes Antal med een 
uden at tilintetgøre Fladens Sammenhæng; fortsætte vi 
paa samme Maade, faa vi tilsidst en sammenhængende 
Flade med kun een Randkurve. Altsaa: 

En sammenhængende Flade med p Randkurver kan 
ved p — 1 Tværsnit ændres til en sammenhængende Flade 
med kun een Randkurve, - 

Neumann har nu yderligere stillet den Fordring til 
Fladerne, at enhver saadan skal kunne ændres ved 
Tværsnit til en Elementarflade ; jeg vil senere vise, at 
denne Fordring er overflødig. 

Det kan være hensigtsmæssigt ogsaa at betragte 



* Man maa nemlig, naar man følger det afskaarne Kurvestykke 
i positiv Retning, begynde og ende ved samme Bred af Tvær- 
snittet. Dette gælder ikke om en ensidet Flade, da Rand- 
kurven ikke har en bestemt positiv Retning. Den ovenfor om- 
talte ensidede Flade kan ved et Tværsnit overføres i et Rekt- 
angel (egentlig et Dobbeltrektangel), og dette har kun een 
Randkurve. 
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andre Ændringer af Fladen end de ovennævnte; vi faa 
saadanne ved at indføre Broer og Rør. 

En Bro er et nyt tilføjet Fladestykke, der har en 
lille Bredde, og som forbinder to Randpunkter. Over- 
skære vi Broen ved et Tværsnit, faa vi ved Sammen- 
trækning den oprindelige Flade. 

Et Bøi' er et tilføjet nyt rørformet Fladestykke, der 
for Enderne begrænses af to af Fladens Randkurver; 
overskære vi Røret ved et Ringsnit, faa vi ved Sammen- 
trækning den oprindelige Flade. 

Baade Bro og Rør maa lægges saaledes, at man 
ikke derved bringer Fladens to Sider i Forbindelse med 
hinanden. 

FLADERS SAMMENHÆNGSTAL. 

^8. Antag, at vi have et Antal Elementarflader og 
lægge et vilkåarligt Tværsnit; dette maa falde i en af 
Fladerne og dele den i to Elementarflader; fortsætte vi 
paa samme Maade, maa Antallet af Elementarflader for- 
øges med een for hvert Tværsnit, vi lægge. 

Antag nu, at vi have et Antal Flader, ligegyldig 
hvilke; da et tilstrækkeligt lille Fladestykke ifølge vore 
Forudsætninger altid er elementært, kunne de givne 
Flader altid ved Hjælp af tilstrækkelig mange Tværsnit 
deles i lutter Elementarflader, og dette naturligvis paa 
uendelig mange Maader. Vi antage, at vi benytte t Tvær- 
snit og derved faa det hele System delt i f Elementar- 
flader, og at vi en anden Gang benytte t^ Tværsnit og 
derved faa /"^ Elementarflader. Vi benytte derpaa begge 
Systemer af Tværsnit, idet vi, efter at have lagt det 
første System, lægge det andet ovenpaa dette. Vi 
kunne forudsætte, at hvor de to Systemer have et 
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Punkt fælles, er dette et simpelt Skæringspunkt, thi hvor 
denne Forudsætning ikke gælder, kunne vi altid bringe 
den til at gælde ved smaa Ændringer af Tværsnittene. 

Antallet af Tværsnit i det andet System var t^^ men 
maa nu regnes større; overalt, hvor der er et Skærings- 
punkt mellem de to Systemer, vil dette nemlig dele det 
til det andet System hørende Tværsnit i to, thi et Tvær- 
snit kan ikke fortsættes ud over en Randkurve. Er der 
s Skæringspunkter, vil det andet System derfor nu ikke 
indeholde t^ men t^-\-s Tværsnit; disse dele, som oven- 
for vist, de f Elementarflader i f-\-t^-{-s saadanne 
Flader. Dette Tal bliver uforandret, naar vi lægge det 
andet System først, det første sidst, thi i begge Tilfælde 
ere Skæringspunkterne og Inddelingen i Elementarflader 
de samme; man har altsaa 

eller 

t-f=h~fr 

Tallet t — /* er saaledes et Tal, der bliver det samme, 
hvilket System af Tværsnit, vi end benytte for at frem- 
bringe lutter Elementarflader; det samme gælder da om 
Tallet t — f-{-^' Det er et Tal, som er karakteristisk 
for det givne Fladesystem, og som ikke kan forandres 
ved dettes kontinuerte Ændringer, da disse ikke forandre 
de Egenskaber ved Fladesystemet, som vi have benyttet 
i Beviset. Vi kalde det Fladesystemets invariante Tal 
og sige om en sammenhængende Flade, der har Tallet 
q, at den er q Gange sammenhængende. 

For en Elementarflade er ^ = O , /* = 1 ; den er 
derfor een Gang sammenhængende. 

Vi lægge i et Fladesystem F ét vilkaarligt Tværsnit 
og faa derved et nyt System F^; lad dette ved t Tvær- 
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snit deles i f Elementarflader; dets Tal er da t — /*+2. 
F er ved ^ + 1 Tværsnit delt i de samme f Elementår- 
flader og har derfor Tallet ^+ 1 — /•+2. Altsaa: 

Ethvert Tværsnit , der lægges i et Fladesystem , gør 
dettes invariante Tal en Enhed mindre. 

Vi se heraf, at dersom man i en p Gange sammen- 
hængende Flade lægger p — 1 Tværsnit, vil det invariante 
Tal reduceres til 1. Vi skulle, som anført, senere bevise, 
at Tværsnittene altid kunne lægges paa en saadan Maade, 
at Fladen vedbliver at være sammenhængende. 

Et Ringsnit forandrer ikke Systemets invariante Tal. 

Et Ringsnit kan nemlig ved Tilføjelse af et Tværsnit 
forandres til et Sigmasnit; da dette er et Tværsnit, for- 
mindsker det Tallet med een; det samme gør det tilføjede 
Tværsnit; Ringsnittet kan derfor ikke forandre Tallet. 

Af de to Sætninger følger, at en Bro forøger Tallet 
med een, medens en Rørlægning ikke forandrer det. 

Vi have set, at en sammenhængende Flade med 
p Randkurver ved p — 1 Tværsnit kan ændres til en 
sammenhængende Flade med een Randkurve; skal denne 
kunne ændres til en Elementarflade , maa der benyttes 
et lige Antal Tværsnit; det første frembringer nemlig to 
Randkurver; disse forenes ved det andet til een og saa- 
ledes videre, til man faar Elementarfladen med een Rand- 
kurve. 

Hvis man borttager en Elementarflade blandt et 
System af Flader, bliver f formindsket med een og 
Systemets Tal derfor forøget med een. Da man kan 
frembringe en Punktering ved at lægge et lille Ringsnit 
og borttage den indre Fladedel, vil en Punktering forøge 
Tallet med een. Den upunkterede Kugle har derfor 
Tallet Nul. 



FLADERS SAMMENHÆNG OG NORMALFORM. 77 

Eks. 1. En Cylinderflade, begrænset for Enderne 
ved to Randkurver, bliver elementær, naar disse forbindes 
v^ed et Tværsnit; Cylinderfladen er derfor to Gange 
sammenhængende. 

Eks. 2. Den punkterede Tore kan ved et Tværsnit 
forandres til en Flade, der er ligegældende med den i 
Eks. 1 nævnte; den punkterede Tore er derfor tre Gange, 
den lukkede to Gange sammenhængende. 

Eks. 3. En tobladet Riemannsk Flade med eet 
Forgreningssnit og med det øverste Blad punkteret er 
elementær. 

Man kan nemlig udvide den ved Punkteringen dan- 
nede Randkurve, indtil den bliver en Dobbeltlinie sammen- 
faldende med Forgreningssnittet; vi have nu tilbage kun 
det nederste Blad, begrænset af Dobbeltlinien som Rand- 
kurve. 

Eks. 4. Søg Sammenhængstallet for en Riemannsk 
/i-bladet Flade med givne Forgreningspunkter, men uden 
Randkurver *. 

Riemann siger om et Forgreningspunkt , i hvilket k 
Blade hænge sammen, at det er af Ordyien k — L Hvis 
vi have k — 1 Forgreningspunkter, i hvilke Bladet 1 
hænger sammen henholdsvis med Bladene 2, 3 ... A;, 
og vi lade disse Punkter falde sammen, faa vi et Punkt; 
i hvilket alle k Blade hænge sammen; vi kunne derfor 
betragte et Forgreningspunkt af Ordnen k — 1 som 
sammensat af A; — 1 simple Forgreningspunkter. Vi ville 
antage, at vore f Forgreningspunkter ere af Ordnerne 
k^ — 1, k^ — 1 , . , kf — 1, og at disse Tal have Summen 



* Riemann har løst denne Opgave ad en temmelig besværlig Vej; 
den følgende Udvikling skyldes Neumann. 
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m, som saaledes angiver Antallet af simple Foip'enings- 
punkter. Vi antage, at der ikke ligger Forgrenings- 
punkter lige over hinanden, hvad der let kan opnaas 
ved smaa kontinuerte Ændringer. 

Vi føre nu i to omtrent diametralt 
modsatte Punkter af Kuglen Punkteringer 
gennem alle Bladene, altsaa ^n Punk- 
teringer; er det søgte Tal x, bliver 
Tallet nu x^'^n. Mellem Punkterin- 
gerne føres Snit, der ogsaa gaa gennem 
alle Bladene, og saaledes, at der mellem to af dem ligger 
eet og kun eet Forgreningspunkt; vi lægge herved nf 
Tværsnit, og Fladen er derved delt i lutter Elementår- 
flader, nemlig i nf — m, idet man maa erindre, at de 
Stykker, der hænge sammen i et Forgreningspunkt, kua 
danne een Elementarflade. Vi have nu 

x-\-^2n = nf — (w/— m) + !2 
eller 

Er et Blad oprindelig punkteret, bliver Tallet 
m — 2n-f 3. Gøres i dette Tilfælde Fladen enkelt 
sammenhængende, maa der, som ovenfor vist, benyttes 
et lige Antal Tværsnit f. Eks. 2j9 ; vi have da 

Dette Udtryk viser os, at" Summen af Ordnerne af 
Forgreningspunkterne maa være et lige Tal. 

Vi sige om den Riemannske Flade, at den er af 
samme Slægt, som den tilsvarende algebraiske Kurve, 

nemug ^ ^-^ — a — r, naar n er Ordnen, a-\-r 

Antallet af Dobbeltpunkter og Spidser. 
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Nu er m == 7i{n — 1) — 2rf — 2r; vi se heraf, at ^ 
netop er Fladens Slægt. Altsaa: 

Er en lukket Eiemannsk Flade af Slægten p, vil en 
Punktering og 2p Tværsnit gøre den enkelt sammen- 
hængende, 

I Eks. 3 have vi m = 2, /« = 2, altsaa ^ = O, 
stemmende med det fundne Resultat. 



BEVIS FOR NEUMANNS AKSIOM. 

29. Vi tænke os en sammenhængende, tosidet Flade, 
om nødvendig punkteret, saa at den har mindst een 
Randkurve; vi lade en eller flere af Randkurverne for- 
andre sig kontinuert saaledes, at det begrænsede Areal 
stadig formindskes ; Formindskelsen fortsættes paa ethvert 
Punkt, til Afstanden mellem en Randdel og den nærmeste 
anden Randdel (hørende til samme eller forskellige Rand- 
kurver) er en lille endelig Størrelse. Fladestykket bliver 
derved ændret til et System af smalle Strimler, der kunne 
forgrene sig og løbe sammen og løbe over og under hin- 
anden (uden paa et saadant Sted at være forbundne) 
paa alle mulige Maader. 

Vi have tænkt os, at Randene skære sig ind i Fladen, 
men enhver paa denne Maade udført Ændring kan lige 
saa godt tænkes fremkommen ved en kontinuert Sammen- 
trækning af Fladen ; den givne og den ændrede Flade ere 
derfor ligegældende. 

Vi kunne nu, uden derved at gøre Forholdene 
mindre almindelige, gøre nogle Forudsætninger om den 
ændrede Flade: 

1) Ingen Strimmel ender blindt^ thi gør den det, kan 
den bortskaffes ved en Sammentrækning. Enhver Strimmel 
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maa derfor enten forgrene sig eller løbe tilbage i sig selv. 
Dette sidste Tilfælde kan ikke indtræde, dersom Fladen 
kun har een Randkurve. 

2) Hvor en Strimmel forgrener sig, deler den sig 
kun i to andre. Man kan nemlig ved kontinuert Ændring 

forskyde Mundingen af en Strimmel hen ad 
Nabostrimlens ene Rand og paa den Maade 
stadig formindske Antallet af Strimler, der 
udmunde paa samme Sted, indtil den op- 
stillede Forudsætning er opfyldt. 

Figurerne forestille de ændrede Former af Elementår- 
fladen, Cirkelringen og den punkterede Tore. 

Vi ville nu antage, at vor sam- 
menhængende Flade før Sammen- 





.,,. ^^ trækningen ved Tværsnit er ændret, 
saa at vi kun have een Randkurve ; 
vi vide, at dette altid kan gøres, uden at Fladen op- 
hører at være sammenhængende; det gælder om at be- 
vise, at der ogsaa i Fladen med een Randkurve kan 
lægges et Tværsnit saaledes, at Fladen vedbliver at være 
sammenhængende. 

Vi gaa nu ud fra et vilkaarligt Punkt A i den ene 
Rand af en Strimmel og følge Randen i 
positiv Retning ; da der kun er een Rand- 
kurve, maa vi komme tilbage til A efter 
at have gennemløbet hele Randkurven; 
paa Vejen maa vi have passeret det lige over for A 
liggende Randpunkt 5, og vi ere komne til B i en Ret- 
ning modsat den, i hvilken vi ere gaaede ud fra A, Paa 
Vejen fra A til B mærke vi Randen, saa at vi bagefter 
kunne se, hvor vi have været. 
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Vi gaa fra B tilbage ad den tilbagelagte Vej, indtil 
vi træfife en Forgrening ved Punktet C. Vi have nu paa 
Vejen enten været ved C eller ikke. 

I det sidste Tilfælde kunne vi lægge 
et Tværsnit, som Figuren viser, thi vor 
Vej har ført os fra den ene Side af 
Tværsnittet til den anden, uden at Tvær- 
snittet er passeret. 

I det første Tilfælde kunne vi gaa 
frem som før, idet A^ træder i Stedet for A, C i Stedet 
for B ; træffe vi ved at gaa tilbage fra C en Deling, hvor 
vi ikke have været ved Forgreningspunktet , kunne vi 
lægge vort Tværsnit; i modsat Fald gaa vi videre paa 
samme Maade. Da nu enhver af vore Veje kun er en 
Del af den foregaaende, og den hele Randkurve er ende- 
lig, kan dette ikke stadig fortsættes; vi maa derfor en- 
gang komme til en Forgrening, hvor vi kunne lægge 
Tværsnittet, q. e. d. 

Efter at vi have lagt vort Tværsnit, have vi en 
sammenhængende Flade med to Randkurver; disse skulle 
nu forbindes ved et Tværsnit, og vi kunne vise, at dette 
altid kan lægges tværs over en Strimmel. I modsat Fald 
maatte nemlig overalt de modsatte Rande af en Strimmel 
høre til samme Randkurve; da Fladen imidlertid er 
sammenhængende, kunne vi komme fra en Strimmel, 
hvis Rande begge høre til den ene Randkurve, til en 
Strimmel, hvis Rande begge høre til den anden. Over- 
gangen mellem to saadanne Strimler kan kun findes ved 
en Forgrening, men der er den umulig, da en Rand af 
den ene Strimmel danner Fortsættelsen af en Rand af 
den anden. 

Efter at have lagt det andet Tværsnit have vi nu 

6 
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atter en sammenhængende Flade med kun een Rand- 
kurve ; denne behandles som før, og vi vedblive saaledes, 
til vi have faaet en een Gang sammenhængende Flade; 
vi kunne vise, at denne maa være en Elementarflade. 

Ved hveii Tværsnit vi lægge, skære vi en Strimmel 
over, og idet de blinde Ender bortskaffes ved Sammen- 
trækning, have vi en Strimmel færre (vi regne Strimlen 
mellem to Forgreninger). Naar alle Forgreninger ere 
borte fra Fladen med een Randkurve, er den en Elemen- 
tarflade; til denne Form maa vi være komne, naar vi 
have faaet en een Gang sammenhængende Flade, thi i 
modsat Fald skulde vi lægge flere Tværsnit for at naa 
til en Elementarflade, og denne vilde derved faa et 
Sammenhængstal mindre end een. Altsaa: 

Enhver p Gange sammenhængende Flade kan ved 
p — 1 Tværsnit ændres til en Elementarflade, 

30. Lad os antage, at vi have en p Gange sammen- 
hængende Flade, og at vi have reduceret den til et 
System af Strimler; vi ville da lægge dette ned i den 
oprindelige Flade og betragte det som et System af 
Tværsnit (herunder indbefattet Ringsnit) i denne. Lad 
Fladens Sammenhængstal derefter være x. 

Systemet af Strimler reduceres ved p — 1 Tværsnit 
til en Elementarflade; disse Tværsnit ere Broer i den op- 
rindelige Flade og gøre dens Tal til x-\-p — 1. Tvær- 
snitsystemet er ved Broerne reduceret til en Punktering, 
og denne gør Tallet W\ p-\- \, Heraf følger o; = 2. 

Er en Punktering tilføjet før Sammentrækningen, 
bliver x = \\ man kan udføre Sammentrækningen ved 
blot at lade den lille ved Punkteringen dannede Randkurve 
udvide sig; ved derefter at følge den, kan man komme 
over fra den ene Side af ethvert af Tværsnittene til den 
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anden, saa at Fladen vedbliver at være sammenhængende. 
Altsaa: 

Hvis man giver en sammenhængende Flade en Punk- 
tering og lader den lille Kurve udvide sig, til Fladen er 
reduceret til et System af Strimler, vil den givne Flade 
reduceres til en Elementarflade, naar Strimlerne gøres til 
Tværsnit, 

Man ser let, at den udvidede Kurve, hvor den kommer 
til at følge en Randkurve, uden Skade kan falde sammen 
med denne, undtagen hvor den forlader den. Har man 
f. Eks. en Girkelring, vil den udvidede Kurve lægge sig 
tæt op ad begge Cirkler og paa et Sted begrænse en 
smal Strimmel, der forbinder dem og danner Tværsnittet. 



NORMALFORMER. 

31. Vi ville nu gaa en anden Vej, idet vi ville 
samle alle Forgreningsstederne i Periferien af en Cirkel. 
For at opnaa dette give vi en Strimmel et Sted en 
cirkelformet Udvidelse; Strimlen udmunder da paa to 
Steder i denne Cirkel; vi følge den ene af Strimlens 
Dele, indtil vi træfife et Sted, hvor en 
anden Strimmel munder ind i den og 
trække ved kontinuert Ændring Mun- 
dingen ned i Cirkelperiferien ; paa denne 
Maade kunne vi fortsætte, saa længe vi træfife Forgrenings- 
steder uden for Cirkelperiferien; naar vi ere færdige 
vil da enhver Strimmel gaa ud fra Cirkelperiferien og, 
uden at forgrene sig, vende tilbage og atter udmunde i 
Cirkelperiferien. Enhver af Strimlerne vil saaledes danne 
en Hank paa Cirklen. 

6* 
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Vi kunne imidlertid yderligere simplificere vor Flade, 
idet vi benytte os af, at en Munding ved kontinuert 
Ændring kan forskydes langs med Randen. Vi ville be- 
tegne de to Mundinger af en Hank ved samme Bogstav. 
Ligger der ingen Munding mellem a og a, kalde vi aa 
en Enkelthank; en Munding, der forskydes hen til a, 
glider langs Hankens ydre Rand ned paa dens anden 
Side; da den vilde komme til det samme Sted, hvis 
Hanken ikke var der, kunne vi se helt bort fra denne. 





To Hanke, hvis Mundinger følge skiftevis paa hinanden 
uden mellemliggende Mundinger, danne en Dobbelthmik; 
ogsaa en saadan kan tænkes borte, da Vejen fører fra 
dens ene Side til den anden, efter at de to Hankes fire 
Rande og de mellemliggende Stykker af Cirkelperiferien 
ere gennemløbne. Vi ville vise, at det hele System kan 
reduceres til lutter Enkelthanke og Dobbelthanke. 

Lad a^ og a^ være to vilkaarlige, parrede Mundinger; 
vi ville søge at bringe dem saa nær sammen som muligt. 
Hvis der mellem a^ og a^ ligger et Par Mundinger b^ 
og ig, kunne vi benytte Hanken b^b^ til at føre de paa 
Stykket b^a^ liggende Mundinger, a^ medregnet, over 
mellem b^ og a^; vi kunne derfor forudsætte, at der 
mellem a^ og a^ kun ligger enten ingen eller lutter 
uparrede Mundinger, saa at vi f. Eks. have Rækkefølgen 
aj)^c^d^a^. Mundingerne b^ og d^ kunne bringes ud ved 
Hjælp af Hanken c^c^. Vi have derfor nu enten en 
Enkelthank a^a^ eller Rækkefølgen af Mundinger a^c^a^; 
c ligger udenfor, men kan paa samme Maade bringes 
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hen til a^ eller a^. Vi have derved faaet en Dobbelt- 
hank, og kunne fortsætte paa samrae Maade, til hele 
Systemet er reduceret; de enkelte Hanke kunne sno sig 
paa alle Maader om hinanden, uden dog at være i Be- 
røring med hinanden; ved at skære Hankene over, rette 
dem ud og atter 'samle dem kan man befri sig fra 
Snoningerne. 

Vi have saaledes fundet en Normalform, til hvilken 
alle vore Flader kunne føres over ved kontinuert Ændring. 
Normalformen er en Cirkelflade, hvis Rand er forsynet 
med Enkelthanke og Dobbelthanke. Ved enhver Enkelt- 
hank danner Hankens ene Rand i Forbindelse med det 
mellem Mundingerne liggende Stykke af Cirkelperiferien 
en Randkurve; heraf følger, at ved en Flade med kun 
een Eandkiirve, findes kun Dobbelthanke, 

32. De tidligere beviste Sætningers Rigtighed er nu 
i Øjne faldende ; er der p Hanke, bliver Fladen elementær, 
naar hver af Hankene skæres over ved et Tværsnit; 
Fladen ev p -\- i Gange sammenhængende ; er der kun 
een Randkurve, bliver Snittenes Tal lige, da alle Hankene 
ere Dobbelthanke; eet Snit gør en Dobbelthank til en 
Enkelthank, og der bliver een Randkurve flere o. s. v. 

Vi se nu, at den to Gange sammenhængende Flade 
maa have een Enkelthank og ingen Dobbelthanke; den 

har derfor to Randkurver; en saadan Flade have vi i 

1 
Cirkelringen, ligeledes i den til ,. ^ hørende Flade, 

efter at de to Punkter cx) ere udskaarne. Den tre Gange 
sammenhængende Flade har to Hanke, der kunne være 
Enkelthanke eller danne een Dobbelthank; i det første 
Tilfælde have vi tre, i det sidste een Randkurve. En 
tobladet Riemannsk Flade med fire Forgreningspunkter, 
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der to og to ere forbundne ved Forgreningssnit, og hvor 
det ene Blad er punkteret, fører til denne Normalform. 
(Se Figurerne, der vise de successive Ændringer). Det 
samme gælder om den punkterede Tore. 



i.-i 
»• I 



%^^m^^^^mm 
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Er der seks Forgreningspunkter med tre Forgrenings- 
snit, og er det ene Blad punkteret, faar man to Dobbelt- 
hanke. Figurerne vise Omformningen. Punkteringen i 
det øverste Blad er først udvidet, som det vises i den 
første Figur, der derpaa let overføres i den anden. 
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Paa Fladen i dens Normalform ser man straks 
Periodevejene; en saadan gaar fra et Punkt i Cirkel- 
fladen gennem en af Hankene og tilbage til Udgangs- 
punktet. Overskære vi Hanken ved et Tværsnit, ville vi 
kunne nærme os til dette fra begge Sider og komme til to 
Punkter, der ligge uendelig nær ved hinanden, men hvert 
paa sin Side af Tværsnittet; Forskellen mellem Integra- 
lets Værdier i disse to Punkter vil være den til Hanken 
hørende Periodicitetsmodul. 

Man kunde nu danne Integralfunktionens Riemannske 
Flade med uendelig mange Blade, kongruente med Fladens 
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Normalform og med dennes Tværsnit til Forgreningssnit; 
ved ethvert saadant ændres Integralets Værdi kontinuert, 
naar man gaar over Forgreningssnittet op i det næste 
Blad. Man foretrækker imidlertid i Reglen at nøjes med 
at betragte et af de kongruente Blade med dets Tvær- 
snit, og man siger da, at Funktionen i dette Blad er 
entydig, men diskontinuert ved Forgreningssnittene , idet 
den faar en for hvert Snit bestemt konstant Tilvækst, 
naar man overskrider Snittet uden at forlade Bladet, 
Diskontinuiteten her er saaledes kun formel; en reel 
Diskontinuitet faa vi kun, naar vi til højere Grænse tage 
visse af den integrerede Funktions Poler. 
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ABELSKE INTEGRALER. ABELS SÆTOTNG. 



INTEGRALERNES INDDELING. 

33. Ved Åbelske Integraler forstaar man Integraler 
af algebraiske Funktioner; de inddeles i Integraler af 
første, anden og tredie Art (Gattung, espéce). 

Saalænge Funktionen under Integraltegnet er endelig, 
og Vejen, vi gennemløbe, er endelig, maa Integralets 
Værdi ogsaa være endelig. 

Idet vi forudsætte, at Funktionen er endelig i den 
konstante, lavere Grænse, og at Vejen ikke fører gennem 
Diskontinuitetspunkter, vil Int^ralets Værdi da kun kunne 
blive uendelig, naar den højere Grænse er en Pol, eller 
naar Vejen er uendelig lang. Det sidste kan atter ske 
paa to Maader, idet man enten kan gaa direkte til 
Punktet CX) eller gennemløbe uendelig mange Periodeveje. 

Et Integral af første Art er et, der kun kan blive 
uendeligt ved at gennemløbe uendelig mange Periodeveje. 

Hertil kræves nu for det første, at der i de til 
Polerne svarende Rækkeudviklinger af Funktionen under 
Integraltegnet kun maa findes negative Eksponenter, 
liggende mellem O og —1. Man har nemlig 



\ 
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der, naar a er den højere Grænse, bliver Nul for ^<1, 
uendelig for p>\. Ved det elliptiske Integral af første 
Art har man ved de fire Poler ^ = i, saa at Integralet 
faar en endelig Værdi, naar man fører det hen til en af 
disse Poler ad en endelig Vej. 

Dernæst kræves der, at Integralet beholder en endelig 
Værdi, naar det føres hen til Punktet oo, eller, idet 
Funktionen er f{z\ at 



m^ 



holder sig endeligt, naar Nul er den højere Grænse. Vi 
have set, at ogsaa dette finder Sted ved det elliptiske 
Integral af første Art. 

Et Integral af anden Art er et saddant, der, fraset 
Periodicitetsmodulerne , bliver uendeligt i visse Punkter, 
og der bliver algebraisk uendeligt. 

Vi mene dermed, at de Led af Rækkeudviklingen, 
der have negative Eksponenter, ved Integrationen give 
algebraiske Funktioner; dette kræver, at der er Led, for 
hvilke py>i og intet Led med p = \, Punktet oo 
tænkes her behandlet paa sædvanlig Maade. Betingel- 
serne ere opfyldte for det elliptiske Integral af anden 
Art, idet vi for Punktet c« faa 

fi/1 — iV , {\/u^^^'du 

k 
der i Nærheden af w = O forholder sig som — . 

u 
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Et Integral af tredje Art er et saadant, hvor Funk- 
tionen under Integraltegnet for visse Punkter har et 
Residu, der ikke er Nul. 

Integralet faar i dette Tilfælde Led af Formen 



s 



z — a 



dz = Al{z—d) 



og siges derfor at blive logaritmisk uendeligt i Punktet 
er, rent logaritmisk, hvis der ikke er Led, for hvilke p> 1, 
i modsat Fald polarlogaritmisk. Vi ville senere vise, at 
Summen af alle en Funktions Residuer er Nul; deraf 
følger, at Integralet ikke kan blive logaritmisk uendeligt 
i kun eet Punkt, og at, hvis det bliver logaritmisk uende- 
ligt i kun to Punkter, de tilsvarende Residuer maa være 
lige store med modsatte Fortegn. Man maa erindre, at 
Residuet i Punktet oo for f{z) er Residuet i Punktet O for 



-i-Ki)- 



Som Eksempler paa Integraler af tredje Art kunne 
vi nævne Integralerne for l^z og arcsin^?; det første 
er logaritmisk uendeligt i Punkterne O og oo, det andet 
i de to Punkter oo. Det elliptiske Integral 



s, 



dz 



\{\-\-k^)/^{z,k) 

er logaritmisk uendeligt i Punkterne 4i«'J/-t, der begge 

findes i begge Blade. 

Er 5*= {z — o^{z — a^ ... (^ — ^2«), 

hører \— {q positiv hel eller 0) 
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til de hyperelliptiske Integraler; det er endeligt i alle 
Punkterne a; for Punktet oo faa vi 



I 



du 



u^+2-n\/(^l_a^u) . . . {l—a2nuy 



Beskaffenheden af de to Punkter oo afhænger derfor 
af 3 + 2 — w. 

(1) q<n — 2. Integralet er endeligt og derfor af 
første Art. 

(2) g ^ n — 1. Integralet er af tredje Art, idet det 
bliver logaritmisk uendeligt i de to Punkter oo. 

(3) 2 > n — 1. Idet den reciproke Værdi af Kvadrat- 
roden udvikles i en Række, a-\-bu-\- cu^-\- . . ,^ vil 
man ved Division med w^+^-n j Almindelighed faa 
Led, der i Nævnerne have Eksponenterne 1, 2, 3 o.s. v. 
Integralet bliver derfor i Almindelighed polarlogarit- 
misk uendeligt i Punkterne oo. 

Da en Sum af Integraler af første Art atter maa 
være af første Art, gælder dette om 



s 



■ ' az , 



der saaledes er sammensat lineært af n — 1 af hinanden 
uafhængige Integraler af første Art. Vi komme senere 
tilbage til disse Forhold. 

DE TIL EN ALGEBRAISK KURVE HØRENDE INTEGRALER. 

34. Lad f = f{z, s) =^ O være Ligningen for en 
algebraisk Kurve. Ligningen bestemmer s som en alge- 
braisk, i Reglen flertydig. Funktion af z. 
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Om ethvert Integral 

hvor F er en rational Funktion, sige vi, at det hører til 
Kurven /" = 0. Integralet er Åbelsk og indeholder ikke 
andre Irrationaliteter under Integraltegnet end den, der 
bestemmes ved Ligningen f ^ O. 

I Stedet for at benytte en Riemannsk Flade til 
nærmere Bestemmelse af den flertydige Funktions Æn- 
dringer, foretrække vi her at benytte selve den ved 
Ligningen repræsenterede Kurve. Til et bestemt Punkt 
paa denne svare bestemte Værdier af 5 og 2r, og idet 
Punktet bevæger sig kontinuert paa Kurven, forandre z 
og s sig paa en bestemt Maade, saalænge vi ikke naa et 
Sted, hvor to eller flere af Værdierne for s falde sammen. 
Integralet har en bestemt Værdi, naar der er givet et 
bestemt Kurvestykke, langs hvilket det skal tages. Vi 
have her for Anskuelsens Skyld tænkt os s og z som 
reelle, men da man ved Hjælp af en Riemannsk Flade 
ogsaa kan definere , hvad man forstaar ved et Kurve- 
stykke for komplekse s og z, gælde vore Betragtninger 
ogsaa for saadanne Værdier. 

ABELS THEOREM. 

35. Den under dette Navn bekendte, berømte Sæt- 
ning, der har været Grundlaget for mange videregaaende 
Undersøgelser, kan siges at give en Udvidelse af de 
symmetriske Funktioners Teori til transcendente Funk- 
tioner. 

Lad Kurven f = O være af wte Orden og to andre 
Kurver 5^^ = O og ^^ == O være af wte Orden. Vi be- 
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tragte Kurvebundtet 

og lade Å variere kontinuert fra O til oo ; derved vil 
Kurven fra Begyndelsesstillingen ^^ = O gennem umærke- 
lige Overgange gaa over til Kurven ^^ = 0. 

En vilkaarlig Kurve i Bundtet skærer i Almindelighed 
den faste Kurve f i mn Punkter, der bestemmes ved en 
Ligning af Graden mn^ hvis Koefficienter ere hele ratio- 
nale Funktioner af Å. Graden kan kun blive lavere, 
hvis et eller flere af Skæringspunkterne for alle Værdier 
af Å falde uendelig fjernt. Saadanne Punkter ere under 
Variationen af Å faste Skæringspunkter og uden Betyd- 
ning for det følgende. 

Som bekendt fra Eliminationsteorien kan man af de 
to Ligninger, f = O og ^^-\- ;i^^ = O, danne Ende- 
ligninger i z^ højst af Graden nm og en Ligning, der er 
af første Grad i s og kan tjene til at udtrykke s ratio- 
nalt ved z og L 

Vi ville i den følgende Undersøgelse gaa ud fra, at 
Kurvernes Ligninger ere saa almindelige som muligt, saa 
at Endeligningens Grad er mn. 

36. Vi betragte nu et vilkaarligt af de til Kurven 
f = O hørende Integraler 

^F{s,z)dz 

og søge Summen af de Værdier, som det faar, naar det 
føres over de mn Kurvestykker som Skæringspunkterne 
gennemløbe, idet Å varierer fra O til oo. Disse Veje ere 
ganske bestemte, da vi for hver Værdi af X have mn 
Skæringspunkter, dér, idet Å faar Tilvæksten dÅ, gennem- 
løbe hvert sin uendelig lille Bue. Saadanne Punkter paa 
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f = O, i hvilke flere Værdier af s falde sammen, blive 
uden Betydning, thi da vi skulle integrere langs alle de 
Kurvestykker, der føre hen til Punktet, og langs alle dem, 
der føre bort fra Punktet, er det ligegyldigt, i hvilken 
Orden de sidste ere at betragte som Fortsættelser af de 
første. 

Idet vi lade Å variere ad en bestemt Vej , f. Eks. 
reelt, fra O til oo, faa vi bestemte Kurvestykker; vælge 
vi en anden Vej for Å, kunne Stykkerne forandres, men 
idet disse i begge Tilfælde føre fra de samme Begyndelses- 
punkter til de samme Endepunkter, kan Forskellen i den 
søgte Sum kun bestaa af en Sum af Periodicitetsmoduler. 

Vi indføre nu Å som uafhængig variabel i Integralet; 

vi have set, at s kan udtrykkes rationalt ved z og Å, og 

dz 
af Endeligningen faa vi -vj udtrykt rationalt ved de samme 

Størrelser. Integralet antager derved Formen 



\\{z,Å)dX, 

CO 



hvor F^ er en rational Funktion. 

Idet Å faar Tilvæksten dk, gennemløbe de mn Skæ- 
ringspunkter uendelig smaa Bueelementer; disse Bue- 
elementer give henholdsvis Integralelementer, hvis Sum er 

hvor ^Tj, øg . . . Zmn betegne de mn Rødder i Endeligningen. 
Vi have her i Parentesen en symmetrisk, rational Funk- 
tion af Endeligningens Rødder, og en saadan kan som 
bekendt udtrykkes rationalt ved Ligningens Koefficienter; 
vi ville betegne Summen ved A^ der saaledes er en 
rational Funktion af ^, og der som Konstanter inde- 
holder Koefficienterne i de givne Kurvers Ligninger. 
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Vi have saaledes fundet Integralelementet Adk, og 
den hele søgte Sum udtrykkes da ved 

S = rAdÅ. (1) 

•/o 

Hvis vi kun ville fortsætte Kurvestykkerne til en vis 
Kurve i Bundtet, bliver Forskellen blot den, at vi skulle 
tage den til denne Kurve hørende Værdi af Å til højere 
Grænse for Integralet. Dette kan som bekendt udtrykkes 
ved rationale Funktioner og ved Logaritmer. Det er 
ligegyldigt, hvilken Vej, vi lade Å gaa fra den lavere 
til den højere Grænse; men denne Vej har naturligvis 
Indflydelse paa Bestemmelsen af de Kurvestykker, der 
fører fra det første Sæt Skæringspunkter til det sidste. 
Resultatet viser, at de ved en saadan Forandring af 
Vejene tilkomne Periodicitetsmoduler maa hæve hin- 
anden eller i alt Fald reduceres til saadanne, som tilhøre 
Integralet S, 

37. Vi ville straks nærmere bestemme Funktionen 
A^ men kunne allerede nu udlede forskellige vigtige Re- 
sultater af den fundne Formel. 

Dersom det valgte Integral er af første Art, kan det 
ikke paa noget af Kurvestykkerne blive uendeligt, og det 
samme maa da være Tilfældet med den fundne Sum. 
Denne kan derfor ikke indeholde Logaritmer eller brudne 
hele Funktioner af ^i, da vi i modsat Fald for visse 
Værdier af A fik S = oo. Der kan heller ikke forekomme 
hele Funktioner, da saadanne vokse i det uendelige sam- 
tidig med L S maa derfor nødvendigvis være en Kon- 
stant, og da S maa være uendelig lille for Å uendelig 
lille, kan denne Konstant kun være Nul. Altsaa: 
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Summen af Værdierne af Integralet, taget paa de 
mn Kurvestykker er Nul, hvis Integralet er af første Art. 

Er Integralet af anden Art kan det, og derfor ogsaa 
Summen, ikke paa noget Sted blive logaritmisk uendelig. 
Altsaa: 

Er Integralet af anden Art, bliver Summen en 
rational Funktion af Å. 

Er Integralet derimod af tredje Art, vil der være 
visse Punkter, i hvilket det bliver logaritmisk uendeligt. 
Er Å^ den Værdi af ^, som hører til den Kurve i Bundtet, 
der gaar gennem et saadant Punkt, maa S indeholde 
Leddet kl'{Å — ^J, hvor k er en Konstant, nemlig det 
til Å^ hørende Residu. 

Ved et Normalintegral af tredje Art forstaar man 
et saadant, der ikke har polarlogaritmiske Uendelig- 
hedspunkter og kun to rent logaritmiske Uendeligheds- 
punkter. For et saadant Integral kan S ikke indeholde 
algebraiske Led og maa derfor antage Formen 



S = 



\{jt-i,+;éi)^^- 



Da Integralet imidlertid ikke bliver uendeligt for 
andre Værdier af k end X^ og k^^ maa Summen af de til 
disse Værdier hørende Residuer være Nul. Ved Tilføjelse 
af en passende konstant Faktor i det givne Integral kan 
man sørge for, at Residueme faa Værdierne + 1 og 
— 1, og derved bliver 

Dersom de to Punkter ligge paa den samme af Bundtets 
Kurver, bliver S = 0. 
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38. Den Abelske Sætning vinder i Reglen desto 
mere i Anvendelighed, jo mere man kan reducere Antallet 
af Kurvestykker, som Integralet skal gennemløbe. En 
saadan Reduktion faar man, naar man lader den bevæge- 
lige Kurve gaa gennem faste Punkter af Kurven /", idet 
da for ethvert saadant Punkt et Kurvestykke falder bort, 
ja er Punktet et Dobbeltpunkt, falde to Stykker bort o.s.v. 
Til saadanne faste Punkter svare i Ligningen mellem z 
og X Faktorer, der ikke indeholde X og kunne bortdivi- 
deres, saa at Ligningen reduceres til en, der er af lavere 
Grad end mn^ og som kun bestemmer de bevægelige 
Skæringspunkter. Man kan bevise, at man alletider kan 
vælge Kurvehmdtet saaledes, at de bevægelige Skærings- 
punkters Antal reduceres til p -\- 1, hvor p er SlægttaUet 
for den givne Kurver 

For at opnaa dette sætte \\ m =^ n — 2* og have 

da — — "^y ' -^ Koefficienter at disponere over, eller, 

idet vi ville beholde den ene som variabel Parameter, 

^ . Vi kunne ved Løsning af lineære Ligninger 

bestemme disse saaledes, at Kurven gaar gennem den 
givne Kurves d-\-r Dobbeltpunkter og Spidser og 

n^ — 71 — 4 , 
// — a- 

vilkaarligt valgte af dens andre Punkter. Af faste Skæ- 
ringspunkter er der da 

n'— >«— 4 

2 Vd + r, 

der subtraheret fra 7f — 2// giver 



* Man kan ogsaa sætte m = n — \. 
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(n-l)(M— 2) , , , , . 

^ "2 -^-rf-r+l = p+1 

bevægelige Skæringspunkter. 

Af disse vil eet bestemme Parametren og derved de 
p andre. Da de fastlagte simple Skæringspunkter kunne 
vælges vilkaarligt, kunne de ogsaa b'etragtes som be- 
vægelige, idet flere af Koefficienterne i Ligningen F = O 
betragtes som foranderlige Parametre; i alle Tilfælde ville 
imidlertid p af Skæringspunkterne være bestemte , naar 
de andre ere fastlagte. De bestemmes ved en Ligning 
af Graden p , i hvis Koefficienter de fastlagte Skærings- 
punkters Koordinater indgaa. 

Er f af Slægten Nul, kunne vi altsaa sørge for, at 
vi kun faa eet bevægeligt Skæringspunkt; der bliver da 
kun eet Integral paa venstre Side af den Abelske Lig- 
ning, og man kan da ikke have S = 0. Der gives der- 
for ingen Integraler af første Art paa Kurver af Slægten 
NtiL Idet s og z udtryki^es rationalt ved ^, bliver ved 
Indførelse af X som uafhængig variabel ethvert til Kurven 
hørende Integral ændret til Integralet af en rational 
Funktion og kan derfor ikke føre til andre Transcen- 
denter end til Logaritmer. 

Eks. 1. Lad Kurven være Cirklen 2!^-\-s^= 1; idet 
vi skære med Liniebundtet s — 1 = Åz, faa vi eet be- 
vægeligt Skæringspunkt. Vi vælge Integralet af tredje 

Cdz 
Art, \ — , og begynde i Punktet (O, 1), svarende til ^ = 0. 

Integralet er da netop arc sin z. Idet vi nu eliminere z 
og s, finde vi 

dz A dÅ 2/1 




\/l — z' V+^ 1 + ^' 
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Her bliver det første Integral logaritmisk uendeligt i 
de to Punkter oo, der ved den ved Relationen mellem 
i2 o^ Å bestemte konforme Afbildning gaa over til de to 
Punkter 4:*^ i hvilke det andet Integral bliver logarit- 
misk uendeligt. 

Eks. 2. s^ = (1 — 2;*) (1 — A:V) ; Kurven har to uende- 
lig fjerne Dobbeltpunkter (et Selvberøringspunkt) og er 
derfor af Slægten 1. Parabelbundtet s = Å{]—s!^) 
skærer Kurven i fire uendelig fjerne Punkter, i de to 
faste Punkter (1,0) og ( — 1, 0) og i to bevægelige Punkter, 
bestemte ved ;2^(F— A') = 1 — /. Til >( = 4- 1 svarer 
^ = O, 5 = ± 1. Q^ 

Tage vi nu det elliptiske Integral af første Art, \ — , 

vil Udgangsværdien z = O, 5 = + 1, svare til ^ = -f- 1- 
Vi finde derfor, idet der til een Værdi af Å svarer to 
Værdier af 0, der ere lige store med modsatte Tegn, 

sn (z) -{- sn ( — z) = O , 

et Resultat, der let udledes direkte af det givne Integral. 
StøiTe Interesse har det Resultat, som man kommer til, 
naar man lader tre af Skæringspunkterne være bevæge- 
lige, et Tilfælde, som vi betragte senere. 

NÆRMERE BESTEMMELSE AP FUNKTIONEN A, 

39. Før vi gaa over til en nærmere Bestemmelse 
af A^ ville vi udlede en til Ligningernes Teori hørende 
Sætning, som vi faa Brug for. 

Lad f{x) = O være en Ligning af nte Grad med de 
ulige store Rødder x^^ x^ ... ar«, medens F(x) betegner 
et. hvilket som helst Polynomium i x. Ved Dekomposition 
faa vi da Identiteten 
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hvor Sumniationen udstrækkes til alle Rødderne. For 
X ^ O faas heraf 

y J?^! = fe . (3) 

Formlen viser, at den symmetriske Funktion af 
Rødderne altid er Nul, naar Graden af F{x) er n — 2 
eller et lavere Tal. 

Vi vende nu tilbage til vor Kurve /* ^ O og Kurve- 
bundtet ^^-4-Å^^= F = 0. Idet vi give Å Tilvæksten 
dX og Skæringspunkternes Koordinater de tilsvarende 
Tilvækster dz og ds^ have vi 

^^dz^f^ds = 0; —dz + -^ds + <p,dX = 0, 

hvoraf 

df 

^^ ^ dfdF_ dFdf^^ ' ^*^ 

6z~8s dz ds 

Nu kunne vi ifølge Eliminationsteorien altid finde 
saadanne hele Funktioner A, B, C og /) af s og ø, at 
identisk 

Af^BF = Z; Cf+DF = S, (5) 

hvor Z og S ere Funktioner af henholdsvis 2^ og s og 
i Almindelighed af Graden mn. Koefficienterne ere Funk- 
tioner af Å, A og B ere af Graderne m— 1 og w — 1 i 
5, rnn — n og mn — m i z. Omvendt for C og 1>. 
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Ved Differentiation af disse Ligninger, og idet vi 
udelade de Led, der indeholde f eller F som Faktor, 
faa vi, gældende for alle Skæringspunkterne, 

cz oz os as 

oz oz os os 

hvoraf, idet 

AD — BC = A , 



eller 



hvorved 



\62 os oz os! 



dz = —^Tgr dA . (6) 

Lad nu Funktionen under Integraltegnet i et til 

Kurven hørende Integral være U:-^, hvor U er en hel 

os 

Funktion af s og z. Vi faa da 

^ = ^%#'. C) 

hvor Summationen skal udstrækkes til alle Skærings- 
punkterne. Nu vise imidlertid Ligningerne 

/Sf =^ ZD — SB; AF = AS-CZ, 

at et Værdipar, der gør Z til Nul og S til Nul, uden at 
gøre baade f og F til Nul, maa gøre A til Nul; vi kunne 
derfor, idet vi forudsætte, at aS = O og Z = O ikke 
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have lige Rødder, i Stedet for at summere for de mn 
Værdipar, der høre til Skæringspunkterne, lige saa godt 
summere for de mV Værdipar, der faas ved at tage en- 
hver af Rødderne i Z = O sammen med enhver af 
Rødderne i S = 0. Vi udføre dette, idet vi i Tælleren 
tage hvert Led for sig; et saadant Led giver, bortset 
fra Koefficienten, 

der ifølge den ovenfor beviste Sætning er Nul, hvis en 
af Eksponenterne p og q er mindre end mn — 1. Vi faa 
derfor A = O, dersom Tælleren i Brøken under Sum- 
mationstegnet er af Graden 2mn — 3 eller af lavere Grad, 
Er Tælleren af Graden ^mn — 2, bliver Summen lig 
Forholdet mellem Koefficienterne til Leddet 2'""*-'s'""-^ i 
Tæller og Nævner. 

INTEGRALERNES REDUKTION. 

40. For at anvende det fundne Resultat ville vi 
nu give en kort Oversigt over det almindelige Integrals 
Reduktion til simplere Former; en udførlig Behandling 
findes i Glebsch og Gordan: Theorie der Abelschen 
Functionen. 

Det almindelige til /" ^ O hørende Integral kan uden 
Begrænsning af dets Almindelighed skrives 




hvor M os N ere hele Funktioner af s os z. Man kan 
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nu, om nødvendigt, ved Hjælp af en simpel lineær Ændring, 
Sørge for, at Graden af M højst er w — 3 større end 
Graden af N. Man l^an nemlig for s, z og dz sætte hen- 
holdsvis 

s z tdz — zdt 

Derved bliver Udtrykket under Integraltegnet homogent 
af Graden Nul i 5, z o^ t^ medens Ligningen f = O 

antager homogen Form og bestemmer Afhængigheden 

s z 
mellem y og — . Integralet er derfor kun afhængigt af 

V V 

et af disse Forhold og bliver uforandret, naar man for 
t sætter en vilkaarlig Størrelse. Sætte vi z -\-t^ for t, 
vil Udtrykket blive af Graden Nul i ø, s og t^; da nu 

tdz — zdt er af Graden 2, -/ af Graden n — 1 , bliver 

os 

Graden af il/ n — 3 større end Graden af N , og dette 
Forhold forandres , naar vi nu sætte ^^ ^ 1 , kun i saa- 
danne specielle Tilfælde, hvor ^^ er bleven Faktor i Tæl- 
leren eller Nævneren; i disse Tilfælde kunne vi for t 
sætte az-]-t^ og vælge en passende Talværdi for «. 

Ligningen f = O har faaet en anden Form ved 
Ændringen, men dennes lineære Form medfører, at 
Orden, Slægt o. s. v. ere uforandrede. 

Vi kunne altsaa forudsætte, at i ovenstaaende Inte- 
gral M : N er af Graden n — 3 ; der gives nu to hele 
Funktioner H og if, saadanne, at 

hvor Z^ er en hel Funktion af z alene. Multiplicere vi 
Tæller og Nævner med /f, og erindre vi, at vi kun 
have at gøre med Punkter paa den givne Kurve, saa at 
vi kunne sætte /* = O, faa vi det ny Udtryk for Funk- 



104 KAPITEL V. 

tionen under Integraltegnet 

HM 

hvor Graden af Tælleren er ;^ — 3 større end Graden af 
Zj. Ved Hjælp af Ligningen f ^ O kunne vi sørge for, 
at Tælleren ikke indeholder s med højere Eksponent end 

n — 1 , og idet vi fra Tælleren subtrahere ^ , multipli- 
ceret med en passende, rational Funktion af z^ kunne vi 
bortskaffe det Led, der indeholder s'*-^ Den fra Brøken 
subtraherede Del er en rational Funktion af ø, der ved 
Integrationen kun kan indføre algebraiske Funktioner og 
Logaritmer. 

Vi dividere nu if^ ind i Tælleren og faa derved en 
hel Funktion af Graden n — 3 og en Rest, der med Hen- 
syn til s er højst af Graden n — 2 og med Hensyn til z 
af lavere Grad end Z^, Idet vi dividere de enkelte Led 
af Resten med Z^, faa vi som Koefficienter til Potenserne 
af s rationale Brøker i z, der dekomponeres paa sæd- 
vanlig Maade. Har Z^ ikke lige store Faktorer, vil De- 
kompositionen give Brøker med Nævnere af Formen 
z — a. Er der lige store Faktorer, dannes der Brøker 
med Nævnere af Formen {z — ay. Disse kunne dannes 
af den første ved Differentiationer med Hensyn til a, 
naar a tages som en variabel Parameter. 

Vi se saaledes, at der foruden Integraler af rationale 
Funktioner og Integraler, der kunne dannes af andre 
ved Differentiation med Hensyn til en Parameter, kun 
bliver to Slags at undersøge, nemlig 
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hvor U Og Q ere hele Funktioner af s og z, henholdsvis 
af Graderne n — 3 og w— 2. Faktoren z — a kan i spe- 
cielle Tilfælde falde bort, nemlig naar Linien z = a er 
gaaet over til at blive den uendelig fjerne Linie. Vi 
betragte den derved fremkomne Form som henhørende 
under (^), uden at underkaste den den tidligere angivne 
Ændring. 

Da det sidste Integral er logaritmisk uendeligt i de 
Punkter, hvor z = a skærer Kurven, kunne Integralerne 
af første Art kun findes mellem de første; da disse ifølge 
Tællerens Grad kun kunne findes for n>3, gives der 
ingen Integraler af første Art paa Kurver af første og 

anden Orden, 

ti i fi — 1 1 
41. Da Ui sin mest almindelige Form har -~c — + 1 

Koefficienter, vil ethvert Integral af den angivne Form 

kunne dannes af — -^ — ' -f- 1 specielle af dem ved Multi- 

plikation med passende Konstanter og Addition, idet de 
specielle dog maa være valgte saaledes, at de ere lineært 
uafhængige af hverandre. Vi ville nu danne saa mange 

som muligt af de specielle saaledes, at de blive af første Art. 

df 
Brøken under Integraltegnet bliver ufendelig iov-^ = O, 

det vil sige i Dobbeltpunkter og Spidser og saadanne 

andre Punkter, hvor Tangenten er vinkelret paa ^- Aksen. 

Er (^j, sJ et Punkt af den sidste Slags, har man for det 

/?/* 

^ = 0. I Nærheden af Punktet har man derfor, idet 

a os b ere Værdierne af -^^ og tt^ , naar Punktets Koor- 

az os 

dinater indsættes. 
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= f{z, s) = a{z-z;) + \b{s-s^)'+ . . . ; l=h{s-s^)-^ . . ., 



idet kun Leddene af lavest Orden ere anførte. Den 



første Ligning viser, at s—s^ er proportional med Vz—z^ 

fif 

Og den anden derpaa, at det samme gælder om ~ . Inte- 
gralet er derfor i Nærheden af et saadant Punkt propor- 
tionalt med 

dz 



I 



Vz^z^ 



eller med Vz — ø^ og holder sig saaledes endeligt. Ån- 
derledes forholder det sig med et Dobbeltpunkt; i et 

saadant er baade ^ = O og ^ ^ O, og Rækkeudvik- 
lingen begynder med Led af Formen 

i(b(s—sy+^c(s-s;)(z-^z;) + d{z~ziy) + ..., 

der vise, at ø — z^ og s — s^ ere proportionale; da nu 



df 

d's 



^{s — s,) + c{z~z^) + ..., 



bliver ogsaa ^ proportional med z — z^. Da dette i 

Reglen ikke gælder om Tælleren, vil Integralet i Alminde- 
lighed blive logaritmisk uendeligt i et Dobbeltpunkt af 
Kurven; er Dobbeltpunktet en Spids, viser en lignende 
Undersøgelse, at Integralet der bliver algebraisk uende- 
ligt som 

A{z~z;)-^ + B{z —z^ + . . . 

Hvis imidlertid Tælleren bliver Nul for det betragtede 
Punkt eller med andre Ord, hvis Kurven U = O gaar 
gennem Dobbeltpunktet eller Spidsen, da vil Tælleren i 
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Nærheden af dette Punkt være proportional med z — z^^ 
og Integralet vil være endeligt i Nærheden af Punktet. 
Vi se heraf, at Betingelsen for, at Integralet er af første 
Art , er j cd Kurven U = O gaar gennem alle Dobbelt- 
punkfer og Spidser af Kurven f = O, Af saadanne 
er der 

(;2__1)(^_2) 



2 



-P 



hvor 2) er Kurvens Slægt. Skal ?7 = O gaa gennem alle 
disse Punkter, reduceres de vilkaarlige Koefficienters 
Antal til 

Der gives saaledes p af hinanden ^ineært uafhængige 
Integraler af første Art paa en Kurve af Slægten p. 

Vi bestemme nu, for at danne de manglende speci- 
elle Integraler, Kurven U = O saaledes, at den gaar 
gennem alle Spidserne og Dobbeltpunkterne paa eet nær. 
Den er ikke derved fuldkommen bestemt, men de øvrige 
Bestemmelser kunne vælges vilkaarligt. Vi faa derved 
et Integral af tredje Art, som kun bliver uendeligt i det 
ene Dobbeltpunkt. Vi kunne paa denne Maade danne 
saa mange specielle Integraler, som f = O har Dobbelt- 
punkter og Spidser, og af hvilke hvert kun bliver uende- 
ligt i eet af disse Punkter. Da de ere uendelige i for- 
skellige Punkter, maa de være lineært uafhængige af 
hinanden og af de p Integraler af første Art. Havde 
man derimod benyttet de ovenfor nævnte vilkaarlige 
Bestemmelser til at danne to i det samme Dobbeltpunkt 
uendelige Integraler, vilde det ene af disse kunne ud- 
trykkes lineært ved det andet og et Integral af første Art. 
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Idet d-\-r er Antallet af Dobbeltpunkter og Spidser, 
have vi nu. p -{- d -]- r specielle Integraler, og dette Antal 
stemmer netop med Antallet af Led i Tælleren i (a). 

42. Naar Q var reduceret saa meget som muligt, 
var Antallet af Led, som vi have vist, n — 1 , og vi maa 
derfor her danne n — 1 specielle Integraler. Nu skærer 
Linien z — a = O Kurven f = O [ n Punkter. Vi kunne 
nu altid lægge en Kurve af Ordnen n — 2 gennem n — 2 
af disse Punkter og alle Dobbeltpunkter og Spidser og 
desuden p andre vilkaarlig valgte Punkter. Vi bestemme 
derved Integraler, der kun blive uendelige i to Punkter' 
og idet vi lade det ene af disse være fælles for alle 
Integralerne, faa vi netop de n— 1 specielle Integraler, 
som vi have Brug for. Tællerne faa ikke den specielle 
Form, til hvilken vi have reduceret Q^ men Forskellen 
bestaar i Udtryk, i hvilke z — a gaar op, og som derfor 
bestenmie Integraler, der henhøre under (a). 

Gaar Linien z — a^O gennem et Dobbeltpunkt, 
vil den Kurve af Ordnen fi — 2, som vi lægge gennem 
de øvrige n — 2 Skæringspunkter og alle Dobbeltpunkter 
og Spidser, have n — 1 Punkter fælles med den rette 
Linie og derfor indeholde den helt. Integralet falder 
derfor i dette Tilfælde ind under Formen («), saa at de 
til denne Form hørende Integraler af tredje Art kunne 
betragtes som specielle Tilfælde af de til (/9) hørende. 
Integraler af tredje Art, der kun blive uendelige i to 
adskilte eller sammenfaldende Punkter, kaldes som tid- 
ligere anført Nonnalmtegraler, De sammenfaldende 
Punkter ere adskilte i Riemannsk Forstand. 

43. Vi ville nu anvende den tidligere udførte Om- 
formning paa Integralerne (a). 

Vi faa derved 
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Her er i det første Integral U, dz og ^ henholdsvis af 

Graderne >«— 3, 1 og n— 1, Udtrykket under Integraltegnet 
altsaa af Graden — 1. Det samme maa da gælde om 
Udtrykket under det andet Integraltegn, og da dX ifølge 
Udtrykket for F er af Graden Nul, maa Brøkens Tæller 
være af Graden 2mw — 3; men dette Tilfælde have vi 
netop undersøgt og fundet ^ = 0. Vi maa nu imidler- 
tid erindre, at vi have forudsat, at iS = O og Z = O 
ikke have lige Rødder, altsaa at Kurvebundtet F = O 
ikke har et Grundpunkt i et Dobbeltpunkt eller en Spids. 
Denne Betingelse kunne vi imidlertid lade falde bort, 
naar Integralet ikke er uendeligt i et saadant Grund- 
punkt, thi Tilfældet kan da tages som Grænsetilfælde. 
Altsaa: 

For alle under (a) hørende Integraler er den Abelske 
Integralsu/m Nul, forudsat^ at den bevægelige Kurve ikke 
har et fast Punkt i et Dobbeltpunkt eller en Spids , hvor 
det givne Integral bliver uendeligt. 

Vi ville f. Eks. lade f = O være Ligningen for Des- 
cartes' Blad. Da Kurven er af tredje Orden, er U kon- 
stant. Den bevægelige Kurve er en ret Linie, og saa 
længe denne skærer i to eller tre bevægelige Punkter, er 
Integralsummen Nul. Dette er derimod ikke Tilfældet, 
hvis Linien gaar gennem Kurvens Dobbeltpunkt og saa- 
ledes kun giver eet bevægeligt Skæringspunkt. 

For Integralerne {/3) faa vi 

^{z — a)Z'S'' 
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hvor Summationen udstrækkes til de m*w* Værdipar af 
z og 5. Tælleren, der er af Graden 2mw — % deles i to 
Dele, af hvilke den første er delelig med z — a, medens 
den anden ikke indeholder z. Den første Del giver 
Brøker af den ved Integralerne (a) behandlede Form; 
den anden Del er en hel Funktion af 5, som, da alle 
Værdierne af s tilfredsstille Ligningen S = O, kan for- 
udsættes af Graden mn — 1. Betegne vi den ved S^, 
have vi 

Idet vi ogsaa her forudsætte, at Ligningerne Z = O 
og S = O ikke have lige Rødder, og ved Za forstaa 
Værdien af Z for ø = a, er 



^ (z — a 



^1 

{z — a)Z ~ Za ' 



S 
I Brøken ^ er Tælleren saa vel som Nævneren af 

Graden mn — 1. Værdien af \ ^ er derfor lig Forholdet 

mellem Koefficienterne til s""*-* i S^ og S'. Betegnes 
dette Forhold ved — (f>{X), er altsaa 

Er Linien z = a rykket uendelig fjernt, saa at Fak- 
toren z — a mangler i Nævneren, kan Tælleren ikke deles 
som ovenfor. Summen bliver da lig Forholdet mellem 
Koefficienterne til (2:5)*""-* i Brøkens Tæller og Nævner. 

Za er af Graden n i >l, thi Z« == O bestemmer de 
Værdier af /, som svare til de n Punkter, i hvilke z =^ a 
skærer /* = 0. ^(^) maa blive en hel Funktion; vel 
maa Koefficienten til s"*"-^ i S eller til s'"" i S ved at 
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sættes lig Nul bestemme de Værdier af X, der svare til 
uendelig fjerne Skæringspunkter, og saaledes være af 
Graden n i Å^ men den maa findes som Faktor i den 
tilsvarende Koefficient i Tælleren, da den Form, vi have 
givet Integralet, bevirker, at det ikke bliver uendeligt i 
de uendelig fjerne Punkter. Vi kunne nemlig antage, at 
s og z i et saadant Punkt, blive uendelige af samme 
Orden (hvad der i alt Fald kan opnaas ved en Drejning 
af Koordinatsystemet); sætte vi da 

Z = — , /S = — , 

u V 

blive baade Tæller og Nævner for uendelig smaa u og 
V uendelig smaa af Ordnen n — 1 ; Brøken bliver saa- 
ledes endelig. 

Vi have set, at alle Integralerne (^), bortset fra Dele, 
der henhøre under Integralerne (a), kunne sammensættes 
lineært af n — 1 specielle Integraler. Da disse alle blive 
endelige i Kurvens Dobbeltpunkter og Spidser, gælde de 
fundne Resultater ogsaa, naar F = O faar Grundpunkter 
i et eller flere af disse Punkter. 

For et Normalintegral maa Brøken A kunne for- 
kortes, saa at Nævneren bliver af anden Grad, og S 
antager den i (2) angivne Form. 

Eks. Lad os tage en Kurve af tredje Orden uden 
Dobbeltpunkt, f. Eks. 

s'= z{l—z){i — Xz). 

Den er af Slægten 1 og har derfor kun eet Integral 
af første Art; dette er det af Riemann som Normalform 
for de elliptiske Integraler indførte 

'dz 
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Den bevægelige Kurve er en ret Linie; vi tage som 
Udgangsstilling den uendelig fjerne rette Linie, der skærer 
Kurven i tre sammenfaldende Punkter, saa at alle tre 
Kurvestykker begynde ved z = oo, Abels Sætning siger 
da, at Summen af Integralets Værdier er Nul, naar det 
tages fra oo til tre vilkaarlige Punkter paa Kurven, naar 
blot de tre Punkter ligge i en ret Linie, og Vejene ere 
saadanne, som bestemmes ved kontinuert Bevægelse af 
den rette Linie. 
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KAPITEL VL 

ADDITIONSTEOREMER. 



KURVER AF SLÆGTEN 1. 

44. Paa en Kurve af Ordnen n og Slægten 1 fik vi 
ved Skæring med en foranderlig Kurve af Ordnen w— 2 
gennem den faste Kurves Dobbeltpunkter og Spidser og 
et vist Antal af dens andre Punkter tre bevægelige 
Skæringspunkter. Disse bestemmes ved en Ligning af 
tredje Grad, der i sine Koefficienter indeholder to Para- 
metre, af hvilke den bevægelige Kurves Stilling er af- 
^* hængig. Man kan derfor af de tre Punkter vælge de 
>^ to vilkaarligt, og disse ville da entydigt bestemme det 
'^ tredje. 

Vælge vi de to Punkter, saa at de ere sammen- 
V faldende, have vi endnu een Størrelse at disponere over; 
' bestemme vi denne, saa at alle tre Punkter falde sammen, 
faa vi en Stilling af den bevægelige Kurve , som vi ville 
tage til Udgangsstilling; Integralerne paa de tre Kurve- 
stykker faa da den samme lavere Grænse; hvis denne 
betegnes ved Integraltegnet paa sædvanlig Maade som en 
Værdi af <^, maa vi underforstaa, at hertil svarer en be- 
stemt Værdi af s. Vi forudsætte tillige, at Kurven gaar 
fra Udgangsstillingen til Endestillingen, saaledes som det 

8 
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bestemmes ved en kontinuert Variation af de Parametre, 
der indgaa i Ligningen; men denne Variation kan for- 
øvrigt foregaa paa uendelig mange Maader. Ere Punk- 
ternes Slutningsstillinger {z^^ 5J, (^,, s,), {z^, 5^), angive vi 
de højere Grænser som z^, z^, z^, men maa da ogsaa her 
erindre, at der til hvert z svarer et bestemt s^ eller, 
hvad der er det samme, at z er at opfatte som et Punkt 
af den Riemannske ø-Flade. Integralet bliver paa denne 
Maade en Funktion af den liøjere Grænse ø,, som vi 
ville betegne ved w, = (/'{Zi). 

Abels Sætning giver nu for et Integral af første Art 

Ved en forandret kontinuert Variation af Para- 
metrene kunne de enkelte Led i denne Ligning blive 
forøgede med Periodicitetsmoduler, men dette maa ske 
paa en saadan Maade, at Ligningen vedbliver at gælde, 
thi i vort Bevis for Abels Sætning fik vi ^ = O for 
enhver Stilling af F, 

45. De tre Værdier af z bestemmes ved en Ligning 
af tredje Grad; hvis vi i denne udtrykke Koefficienterne 
ved Rødderne, faa vi tre Ligninger, mellem hvilke vi 
kunne eliminere de to Parametre ; vi faa derved en Lig- 
ning mellem z^, z^ og z^, der er symmetrisk med Hensyn 
til disse Størrelser og under algebraisk, rational Form 
udtrykker Betingelsen for, at Ligning (1) er tilfredsstillet. 
Indsætter man i denne Ligning for z^ Integralernes lavere 
Grænse, faar man den algebraiske Relation mellem z^ 
og z^^ som kræves tilfredsstillet, for at man skal have 
i/;{z^) = — (pi^z)- Vi kunde derfor lige saa godt have 
skrevet vor transcendente Ligning som 
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men den algebraiske Betingelsesligning antager da en 
anden, i Reglen ikke symmetrisk Form. 

Da der kun er een Betingelsesligning, kunne z^ og 
^2 vælges uafhængigt af hinanden og derfor betragtes 
som to uafhængig variable; z^ findes da af Betingelses- 
ligningen, men denne vil i Reglen være af højere Grad 
og saaledes give en flertydig Bestemmelse af z^; vil man 
have en entydig Bestemmelse, maa man ogsaa benytte 
Værdierne af s og faar da Ligninger af Formen 

hvor f^ og f^ ere rationale Funktioner af de fire Koor- 
dinater. 

Som (:2) viser, kan man udtrykke Summen af to 
Funktioner <p (og derfor ogsaa af et vilkaarligt Antal) 
ved een Funktion <p ved Hjælp af en algebraisk Ligning; 
om Funktioner med denne Egenskab siger man, at de 
have et algebraisk Additionsteorem, Nogle Forfattere 
sige dette om de omvendte Funktioner; er Zi = ^(w«), 

faas 2^3= ^W = ^(^1+^2)- ^^ ^^^^ ^^» ^^ ^^ Funk- 
tion p(w) har et algebraisk Additionsteorem, hvis der 
mellem f{u^)^ pW ^8 ^(^1+^2) eksisterer en algebraisk 
Ligning med konstante Koefficienter. For under (^) 
hørende Integraler af anden og tredje Art paa Kurver 
af Slægten 1 giver Abels Sætning ogsaa et Additions- 
teorem, men her bliver ved Addition af to Funktioner 
Resultatet een Funktion af samme Slags, plus algebraiske 
og logaritmiske Led; vi ville derfor ikke regne disse 
Teoremer blandt de egentlige Additionsteoremer. Herfra 
undtages dog saadanne 'Normalintegraler, hvis to Uende- 
lighedspunkter bestemme samme Værdi af Å. For 
under (a) hørende Integraler af tredje Art faa vi ikke 

8* 
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Additionsteoremer, thi da F ikke maa have faste Punkter 
i alle Dobbeltpunkterne, kan Antallet af bevægelige Punkter 
kun bringes ned til tre med de to vilkaarlige i det Til- 
fælde, hvor Kurven er af tredje Orden, og i dette Til- 
fælde eksisterer der intet Integral (a) af tredje Art, 

Vi ville nu betragte nogle Eksempler, henhørende 
til Kurver af Slægterne O og 1. 

Eks. 1. Kurven har Ligningen sz = \\ den er af 
Slægten Nul, og der er derfor ingen Betingelsesligning, 
saa at de to bevægelige Punkter kunne vælges vilkaar- 
ligt. Lade vi Funktionen under Integraltegnet være s, 
faa vi Additionsteoremet for Logaritmen. Integralet er 
her af tredje Art med de to Uendelighedspunkter lig- 
gende paa den uendelig fjerne rette Linie. 

Eks. 2. s(l+^) = 1. Kurven er af Slægten Nul, 
da den har et uendelig fjernt Dobbeltpunkt. Vi skære 
med den rette Linie 5 = a<2: + /? og faa 

Er Funktionen under Integraltegnet s, bliver den 
kun uendelig i Dobbeltpunktet, og vi faa, da S = O og 
Z = O ikke have lige Rødder, 

Funktionen er lidt forskellig fra arctg<^. For at faa 
en fælles lavere Grænse for de tre Integraler, maa vi 
lade den rette Linie begynde som Vendetangent; nu be- 
stemmes Vendepunkterne ved 3^:* = 1. Funktionen 
bliver derfor arctg^ — -. 



J 
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Eks. 3. z^^s^^= 1. 5 = az-\-h Funktionen under 

Integraltegnet lig -. 

Vi give a en vilkaarlig, konstant Værdi, dog ikke 
L Integralet bliver uendeligt i de to Punkter oo ; 



disse ligge begge paa den ved ^==00 bestemte uendelig 
fjerne Linie, og Integralsummen i Abels Sætning er der- 
for Nul; vi lægge Begyndelseslinien gennem Punkterne 
(O, 1) og (2^3, S3), Slutningslinien gennem {z^, s^ og {z^, sJ, 
og det ene Integral gaar da fra O til z^, det andet fra 
z^ til z- det sidste omskrives til en Differens mellem to 
Integraler, der begynde i O, og vi faa da 

arc sin z^ + arc sin z^ = arc sin z^. 

Betingelsesligningen faas nu ved Benyttelse af de to 
Liniers Parallelisme; vi faa, idet den første Linie be- 
stemmes ved /I = 1, 

som ved nogen Reduktion ved Hjælp af Cirklens Lig- 
ning giver 

der, idet 

z^ = sining ; s^ = cosWg; s^ = cosi^^ o.s.v., 

stemme med de fra Trigonometrien bekendte Formler. 
Danne vi den kvadratiske Ligning i z, faa vi 

{\ + a')z^ = -2«; {l-\-a'){z^-\-z^) = -2a/; 

{i + a')z,z,= /-I, 

hvoraf ved Elimination af a og >l 
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8 

Og paa analog Maade 

der udtrykker bekendte Relationer mellem henholdsvis 
Sinusserne og Gosinusserne til tre Vinkler, af hvilke den 
ene er Summen af de to andre. 

Eks. 4. s'= (l_^)(l — A:V); s = l + a^+6^. 

Den sidste Kurve er af anden Orden og bestemt 
saaledes, at den gaar gennem den førstes to Dobbelt- 
punkter (rører i det uendelig fjerne Selvberøringspunkt) 
samt gennem Punktet (O, 1); Kurverne have derfor tre 
bevægelige Skæringspunkter; de falde alle for a = O, 
2 6 = — (1 -^ A:^) i Punktet (O, 1), der netop er Begyndelses- 
punkt for det til den faste Kurve hørende elliptiske Inte- 
gral af første Art. Vi faa 

Udtrykkes Koefficienterne ved Rødderne, og elimi- 
neres a og b\ faar man 

A:VJ4^:-2A:V,^^3'(^ + ^:-f-^-2) + 4^^^ + ;?: + ^;+> 

De entydige Udtryk for z^ og s^ ved de to andre 
Punkters Koordinater ville, da der mellem disse eksisterer 
Relationer, kunne faa forskellige Former; den almindelig 
anvendte Form kan findes paa følgende Maade: 

Idet de to Punkters Koordinater indsættes i be^e 
Ligninger, faar man 
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hvoraf, idet 

Idet man paa lignende Maade bestemmer s^, og 
erindrer, at sn (— ^) == -— sn z, finder man 

sn^j+snzjj = sn^3, 
naar 

Eks. 5. s* = ^^ — g^z—g^, s = a^ + 6. 

Den uendelig fjerne rette Linie skærer Kurven i tre 
sammenfaldende Punkter og kan derfor benyttes som 
Udgangslinie. Weierstrass har indført 
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u = \ — ; z = /?(w); s = p\n) 



som Normalform for det elliptiske Integral af første Art. 
Man faar 

4^_aV-(^,+ 2aJ)^-(^3+6^) = 0. 

Ved Elimination af a og i dannes den symmetriske 
Ligning mellem z^, z^ og z^. Et entydigt Udtryk for z^ 
faas af 
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Man har altsaa 
naar 

Man lægge vel Mærke til, at de ved Kurver af Slægten 
1 dannede Ligninger mellem de tre Punkters Koordinater 
ikke ere afhængige af de paa Kurven tagne Integraler. 
Et Additionsteorem, der er fundet for et Integral af første 
Art, vil derfor lige saa godt gælde for Integi-alerne af 
anden og tredje Art, naar visse algebraiske og logarit- 
miske Led tilføjes. 

Eks. 6. {s'-^ /)^ = 2 a* (/- s') ; s'+:^= X{s + z). 

Kurven er af Slægten Nul. Cirklen er lagt gennem 
de tre Dobbeltpunkter og rører i det ene (O, 0). Man 
finder 

Alle Integraler paa Kurven udtrykkes derved alge- 
braisk og ved Logaritmer. 



KURVER AF HØJERE SLÆGT. 

46. Idet vi anvende Abels Theorem paa Integraler 
af første Art , hørende til Kurver af Slægten p , faa vi 
en Sum af ^ + 1 Integraler lig Nul. Ligningen Z = O 
(eller Ligningen S = 0) reduceres til en Ligning af 
Graden p -\- I, men da Koefficienterne til denne Ligning 
kun indeholde een Parameter, kunne vi kun vælge eet 
af de ^ + 1 Punkter vilkaarligt; er dette valgt, vil Para- 
metren og derved de p andre Punkter være bestemte. 
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Tage vi Ligningen af højere Grad, idet vi lade flere af 
Skæringspunkterne være ubestemte, faa vi flere Para- 
metre at disponere over, men i alle Tilfælde ville p 
Punkter bestemmes af de øvrige. Vi kunne saaledes for 
Kurver af Slægten 2 vel faa en Ligning i z af tredje 
Grad, men i dennes Koefficienter findes kun een Para- 
meter, saa at to af de bevægelige Skæringspunkter ere 
bestemte, naar det tredje er valgt vilkaarligt. 

Ved Kurver af Slægten O (unikursale Kurver) fik vi 
Ligninger af første Grad, saa at det bevægelige Punkts 
Koordinater udtryktes rationalt ved en Parameter; vi 
have der tre Ligninger af Formen 

s = fM)^ z = aX); X =-az,s), (4) 

hvor /*j, /g og ^3 ere rationale Funktioner. Lade vi X 
repræsentere Punkterne paa en ret Linie, faa vi herved 
en en-entydig Forbindelse mellem den unikursale Kurves 
og den rette Linies Punkter. Naar X gennemløber den 
rette Linie fra — oo til + oo, vil {z, s) gennemløbe Kurven 
een Gang; to Grene gennem et Dobbeltpunkt beskrives 
hver for sig; Dobbeltpunktet opfattes derfor bedst som 
sammensat af to forskellige Punkter, svarende hvert til 
sit Punkt af den rette Linie. Heraf følger, at f^ for et 
Dobbeltpunkt maa antage ubestemt Form. Eks. 6 kan 
tjene til at illustrere disse Bemærkninger. 

Ved Kurver af Slægten 1 fik vi Ligninger af anden 
Grad til Bestemmelse af det mindst mulige Antal af 
bevægelige Skæringspunkter; her vil derfor enhver Værdi 
af X bestemme et Punktpar; de to Punkter i et Par 
blive sammenfaldende for de Værdier af X, der give den 
kvadratiske Ligning lige Rødder, og som bestemme de 
Kurver i Bundtet, der røre /" = 0. Ligningen X = f^ 
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bliver soni før rational med ubestemt Form for Dobbelt- 
punkterne og Bundtets andre Grundpunkter, medens f^ 
og /*, indeholde en Kvadratrod, der i dem begge er at 
tage med samme Værdi. 

Man kan imidlertid ogsaa her udtrykke Kurvepunk- 
temes Koordinater entydig ved en Parameter, men Af- 
hængigheden bliver da ikke algebraisk. Til eet Punkt 
af den rette Linie svarer eet Punkt af Kurven, men til 
eet Punkt af Kurven svare uendelig mange Punkter af 
den rette Linie. Vi opnaa dette ved at benytte det til 
Kurven hørende Integral af første Art. Dette, som vi 
betegne ved w, har to Periodicitetsmoduler, der ved den 
konforme Afbildning paa w-Planen bestemme et Periode- 
parallelogram ; da alle Periodeparallelogrammeme dække 
w-Planen netop een Gang, bliver z en i hele Planen 
entydig, dobbeltperiodisk Funktion af w, som vi ville 
betegne ved z{u). Det samme ses paa lignende Maade 
at gælde for s; vi have altsaa 

z = z{u); s = s{u), 

der, idet u nu tages som Parameter, give entydige Ud- 
tryk for z og s. Da u imidlertid kun er bestemt ved z 
og s paa Periodicitetsmoduler nær, vil der til eet Punkt 
af Kurven svare uendelig mange Punkter af den af n 
gennemløbne Linie. 

Som Eksempel kunne vi betragte Kurven 

hvor vi have 

z = p{u); s = p'{u). 

47. Er Kurvens Slægt 2, kunne vi danne en Lig- 
ning af tredje Grad, hvis Koefficienter kun indeholde een 



( 
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Parameter; lade vi denne gennemløbe en ret Linie, vil 
der til ethvert af dennes Punkter svare en Punkttrippel 
paa Kurven, medens der til eet Punkt paa Kurven kun 
svarer eet Punkt af den rette Linie. Vi kunne vilkaar- 
ligt vælge eet Punkt af en Trippel, men derved ere da 
de to andre Punkter bestemte ; vi kunne ogsaa lade flere 
af Skæringspunkterne være bevægelige, men i alle Til- 
fælde ville to af Punkterne bestemmes af de øvrige; 
Bestemmelsen sker ved to algebraiske Ligninger, som vi 
faa, naar vi udtrykke Ligningens Koefficienter ved Rød- 
derne og eliminere Parametrene. Den kan imidlertid 
ogsaa ske ved to transcendente Ligninger, som vi faa, 
naar vi anvende Abels Sætning paa de to til Kurven 
hørende Integraler af første Art. Lad os f. Eks. antage, 
at vi have en Kurve af fjerde Orden med eet Dobbelt- 
punkt. Det bevægelige Keglesnit gaar gennem dette og 
skærer Kurven i 6 andre Punkter; vi lægge det ene af 
disse fast og have derved een Størrelse at disponere 
over. Af de øvi'ige kunne vi vælge tre vilkaarligt; vi 
lade dem falde sammen i eet Punkt, som vi ogsaa kunne 
disponere over efter Behag; vi kunne da disponere saa- 
ledes over de to Punkter, at de to tilovers blevne Punkter 
falde sammen med de tre. Vi faa derved et fælles Ud- 
gangspunkt for de fem bevægelige Skæringspunkter, og 
tage dette som fælles lavere Grænse for Integralerne. 
Betegne vi disse som Funktioner af den højere Grænse, 
idet vi som sædvanlig underforstaa de til Koordinaterne 
z svarende Værdier af 5, faa vi to Ligninger af Formen 

hvor der mellem de 5 Værdier af ^ eksisterer to algebraiske 
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Betingelsesligninger. Disse kunne erstattes af Ligninger, 
der udtrykke z^-\-z^, z^z^, ^4+^5^ ^4^5 rationalt ved de tre 
andre Punkters Koordinater. 

Vi have saaledes et Slags Additionsteorem , idet en 
Sum af tre eller flere Funktioner ^ kan reduceres til 
den negative Sum af to saadanne ved Hjælp af de alge- 
braiske Ligninger; vi r^ne som tidligere anført ikke 
disse Teoremer til de egentlige Additionsteoremer. Til 
en af Funktionerne ^ svarer ikke nogen entydig omvendt 
Funktion. Jacoby har nemlig vist, at man for en Funk- 
tion med flere end to Periodicitetsmoduler kan vælge 
Vejene saaledes, at man faar en given Værdi af u for en 
hvilken som helst Værdi af z. 

Er Slægten 2, bliver der 4 Periodicitetsmoduler, og 
et Blad af den Riemannske ø-Flade vil afbildes paa w- 
Planen som en ottesidet Figur, hvis Sider ere to og to 
parallele og lige store; tilføjer man nu Billederne af de 
andre Blade som kongruente, ottesidede Figurer, vil man 
faa w-Planen overdækket uendelig mange Gange. Dog 
kan man i specielle Tilfælde faa w- Planen overdækket 
et endeligt Antal Gange, nemlig hvis den omvendte 
Funktion er en algebraisk Funktion af en dobbeltperiodisk 
Funktion. Antag f. Eks. 



dz 
u 



^/(l— ;2^)(1— A:V)(1-?^)' 

der er her 6 Forgreningspunkter, og vi have tidligere 
vist, at vi i dette Tilfælde behøve 4 Tversnit, for at gøre 
Fladen een Gang sammenhængende, saa at der tilsyne- 
ladende er 4 Periodicitetsmoduler. Ved Substitutionen 
^ = v^ finde vi imidlertid, at 2^ er en dobbeltperiodisk 
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Funktion af u. Den ottesidede Figur vil komme til at 
bestaa af to kongruente Parallelogrammer, der dække 
hinanden. 

De for Kurver af Slægten 2 anstillede Betragtninger 
overføres let paa Kurver af højere Slægt. 

48. Efter at vi have fundet en Klasse af Abelske 
Funktioner, der have Additionsteorem , frembyder sig 
naturligt det Spørgsmaal, om der ikke er andre Trans- 
cendenter, der have samme Egenskab. Vi ville derfor 
antage, at vi have en saadan Transcendent (fi og under- 
søge den nærmere. 

Vi forudsætte altsaa, at vi have 

H^d+H^.)+<Pi^.) = 0, (7) 

naar der mellem z^, z^ og z^ gives en algebraisk Relation, 
ip = 0. 

Idet vi tage z^ og z^ som uafhængig variable, faa vi 

^'W + fWP = 0; f(^,) + i&'(-.)P = 0. (8) 



dz. ' ^^" ' ^"-^'dz. 



S 



Af ^ = o findes de partielle Differentialkvotienter 
af 2?3 som algebraiske Funktioner af z^ og z^\ disse ind- 
sættes i de to Ligninger (8), og vi finde, at Forholdet 

mellem ^'(^i) ^% ^'(^a) ^^ ^^ algebraisk Funktion af z^ 
og z^. Dette kan imidlertid, da z^ og z^ ere uafhængige 
af hinanden, kun finde Sted, naar ip\z) er en algebraisk 
Funktion af z, Altsaa: 

Har Funktionen ^ et Additionsteorem , maa den være 
et Abelsk Integral, 

49. Ligningerne 

£; = - ^'(^.) : <^'(^.) ; £; = - ^'(^.) •• ^'i'>) (9) 
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vise en mærkelig Egenskab ved den algebraiske Funktion 
<^3, nemlig, at Forholdet mellem dens partielle afledede 
er lig Forholdet mellem to Funktioner, der hver kun 
indeholder den ene variable. Har man paa den anden 
Side fundet en Funktion med den ved Ligningerne (9) 
eller (8) udtrykte Egenskab, vil denne føre til et Additions- 
teorem, idet man fra de to Ligninger (8) ved Integration 
kommer til (7). Saaledes giver Ligningen z^-\- z^-\- z^ 
= z^z^z^ som vi, for at undgaa Elimination af z^^ skrive 

ved Differentiation med Hensyn til z^: 



altsaa 



£?8_ _J_._zi_ 



1 

^'(^) = iqip ' ^ = arc tg. 



50. Betragte vi z^ som en Parameter, z^ og z^ som 
retvinklede Koordinater, vil den algebraiske Ligning 
(p = O repræsentere et Kurvesystem. Ville vi søge dettes 
Envelop, og tænke vi os Ligningen løst med Hensyn til 
2:3, skulle vi sætte 

Bz B^ 

^» = 00 og ^" = Qo eller (p\z^) = oo ; (p'{z^) = oc. 

Disse Ligninger bestemme kun konstante Værdier af 
Koordinaterne, saa at Enveloppen vil være sammensat 
af rette Linier, parallele med Akserne. Saaledes vil 
f. Eks. den tidligere fundne Ligning 
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med den anførte Opfattelse tilhøre et System af Kegle- 
snit, hvis Envelop er sammensat af de fire rette Linier 
5j = i 1 og ^2 = iJ^ ^^- At vi her have benyttet Lig- 
ningen mellem Koordinaterne s er naturligvis ligegyldigt. 

Vi se saaledes, at Opgaven om Bestemmelse af 
Additionsteoremer ogsaa kan stilles (lidt mere almindelig) 
under den mærkelige Form: 

At bestemme alle de algebraiske Kurvesystemer, hvis 
Envelop er sammensat af rette Linier , parallele med 
Akserne. 

51. Hvis vi betragte z^ som konstant, faa vi en 
Relation mellem z^ og z^^ der bestemmes ved den alge- 
braiske Differentialligning 

n^.)dz,+ <l^\z^)dz^=0, (10) 

der kan integreres direkte under transcendent Form, 
men som ogsaa har det algebraiske Integral ^ = 0. 
Ligningen maa derfor ogsaa have en ikke konstant alge- 
braisk Integrationsfaktor. 

Lad os omvendt antage, at vi have givet en saadan 
Differentialligning med Integralerne 

S^W -f ^(-2) = ^ og f{z^, ^,) = c , 
hvor f er algebraisk. Man har da som bekendt identisk 

^(«.) + ^(«.) = 5^(/"(^.,*,)), (11) 

hvor (p er en ubekendt Funktion. Det algebraiske Inte- 
gral kan skrives paa uendelig mange Maader, idet vi 
for c kunne sætte en Funktion af c; vi ville antage, at 
vi have valgt en saadan Form, at f bliver til z^^ naar vi 
for z^ indsætte en Værdi, der gør ^(2^) til Nul; vi faa da. 
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idet denne Værdi indsættes i (11), identisk 

og derfor 

^(^i) + ^W = S^Wi naar z^= f{z,.z^. 

der udtrykker Funktionens Additionsteorem. Vi have 
saaledes for Opgaven den ny Form: 

At finde alle de algebraiske Differentialligninger af 
Formen (10), der have et almindeligt algebraisk Integral, 
medens Integrationen Led for Led giver Transcendenter. 

Additionsteoremet for det første elliptiske Integral 
er først fundet ad denne Vej af Euler. 

52. Vi have set, at de Funktioner, der have Addi- 
tionsteorem, ere Abelske Integraler, og de maa som saa- 
danne høre til visse* Kurver. Ved Hjælp af disse faa vi 
en nærmere Bestemmelse af Funktionerne, idet vi tage 
Hensyn til begge Koordinater og til de gennemløbne 
Veje. Vi føres derved til at begrænse vor Opgave noget. 

Sætte vi 

hvor ^ er en algebraisk Funktion og 

da vil en algebraisk Ligning mellem z^, z^ og z^ gaa over 
til en algebraisk Ligning mellem x^, x^ og x^, og Addi- 
tionsteoremet for ^ vil gaa over til et Additionsteorem for 
6. Var nu det første Additionsteorem udledet ved 
Abels Sætning, vilde de to Punkter {z^s) entydig be- 
stemme det tredje; dette gælder imidlertid ikke alminde- 
ligt for Punkterne {x^ s). For at udelukke disse alge- 
braiske Ændringer af et givet Additionsteorem ville vi 
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derfor fordre, at Bestemmelsen af det tredje Punkt ved 
de to andre skal være entydig, saa at vi have 

hvor f^ og f^ ere rationale Funktioner. Additionsligningen 
tænke vi os her under Formen 

ti,+ u^= w«; (13) 

vi kunne da ikke, som naar vi benytte den symmetriske 
Form, ombytte de tre Punkters Koordinater i Lignin- 
gerne (12), men af disse kan udledes 

hvor /j og f^ ere rationale Funktioner, og z^ og s^ kunne 
ombyttes med z^ og s^. 

Vi kunne opfatte de to Ligninger (12) som Trans- 
formationsligninger, der overføre Kurven i sig selv og 
det paa uendelig mange Maader ; holde vi nemlig Punktet 
{z^ , s^ fast, ville Ligningerne overføre ethvert Kurvepunkt 
(-^2, s^ i et andet (^g, s^. Idet det faste Punkt varierer, 
faa vi ny Overføringer eller, som man udtrykker det. 
Kurven kan overføres i sig selv ved en Skare af rationale 
og entydig omvendelige Transformationer. Det faste 
Punkt, der jo kun repræsenterer een variabel Størrelse, 
kommer derved til at spille en Parameters Rolle. Vi 
kunne for denne indføre en Betegnelse a, men a vil da 
i Reglen ikke indgaa rationalt i Transformationsligningeme. 

Alle Transformationerne danne en Gruppe; antag 
nemlig, at vi med Punktet 1 (Betegnelsen er let for- 
staaelig) som Parameter overføre 2 i 3 og derpaa med 
5 som Parameter overføre 3 i 4; vi have da, idet vi 

9 
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for Kortheds Skyld benytte Betegnelsen w, for Integralet 
med den højere Grænse i Punktet (e,-, 5,), 

w, + w, = w,; ti, + u^ = w,, 
hvoraf 

^1 + ^5 + «*» = «*4 eller u^ + w, = w, , 

idet w, betegner Summen af u^ og w^. Vi have saaledes 
erstattet de to paa hinanden følgende Transformationer 
ved een af samme Slags, og det er denne Egenskab 
ved Transformationerne, som vi betegne ved at sige, at 
de danne en Gruppe. 

Vi maa ved Ligningerne ovenfor fastholde, at Addi- 
tionerne og Subtraktionerne udføres véd Hjælp af Trans- 
formationsligningerne (12) og (14) og saaledes ere en- 
tydige Operationer. Er Kurven af Slægten 1 , kunne vi 
lade Bogstaverne u betegne de tilsvarende Integralers 
Værdier, da en saadan Værdi bestemmer Integralets 
Endepunkt entydig, men anderledes forholder det sig 
ved Kurver af højere Slægt, hvor der til en given Værdi 
af u svarer uendelig mange Værdier af (r, s). 

Vælge vi Integralernes fælles Begyndelsespunkt til 
Parameterpunkt, faa vi u/= O, altsaa u^ = u^^ saa at 
alle Punkterne blive uforandrede ved Transformationen. 
Vi kalde denne den identiske Trmisformation og kunne 
sætte den tilsvarende Værdi af a lig Nul. For en uendelig 
lille Værdi af a have vi da, hvad Lie kalder Gruppens 
uendelig lille Transformation; den flytter paa Grund af 
Kontinuiteten alle Kurvens Punkter uendelig lidt. 

En Transformation er fuldstændig bestemt, naar vi 
vide, at den flytter eet givet Punkt til et andet givet 
Punkt, thi de to Punkter bestemme Parameterpunktet 
og derved Transformationen entydig. 
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53. Lad z = a være den fælles lavere Grænse for 
Integralerne; vi kunne da skrive Ligningen (13) som 



\(p\z)dz =\f{z)dz, 



en Ligning, der altsaa maa gælde, naar Grænsepunk- 
temes Koordinater opfylde Betingelserne (12). Vi ville 
nu, idet vi opfatte z^^ og 5^ som Konstanter, anvende 
Substitutionen z = f^ paa det første Integral; dette gaar 
da over til et nyt Integral med Grænserne z^ og z^, thi 
til z^ = z^ svarer z^ = a ((13)). Udtrykket under Inte- 
graltegnet gaar, idet vi beholde Betegnelsen z for den 
variable, over til et vist Diflferential ff{z)dz; vi have da 



\(P\z)dz = W 



(P\z)dz = \e{z)dz, 

en Ligning, der, da Grænserne ere vilkaarlige Størrelser, 
kræver 6 = ([/. 

Vi se saaledes, at: 

Hvis en Funktion har et Additionsteorem , vil dens 
Differential ved en Skare af algebraiske Transformationer 
blive uforandret. 

Saaledes faa vi for 

dz X — a 



og z = 



1 + ^'^ l+a:«- 

{l+a^dx ^ (1 + «»)(1 + ^-) 

^^ - {l + xaf '^^- {1-^xay ' 

dz dx 



! + «• i+x' 

9« 
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ligesom 

gaar over til 

ved Substitutionen 



dz 



VI — z' 
dx 



VI — x' 



z = xV\ — (^^aV\ — ^^ 

54. Idet vi nu ere blevne bekendte med en Række 
Egenskaber ved Funktioner med Additionsteorem , bliver 
der Spørgsmaal om, hvilke af disse Egenskaber der 
bedst kunne anvendes til Funktionernes nærmere Be- 
stemmelse. De forskelligartede Additionsteoremer , som 
Abels Teorem har givet os for Kurver af forskellig Slægt, 
gøre det sandsynligt, at disse Teoremer udelukke hin- 
anden, saa at de egentlige Additionsteoremer kun findes 
for Kurver af Slægten O eller 1. Da for disse Integral- 
funktionernes omvendte Funktioner ere entydige, medens 
de for Kurver af højere Slægt ikke kunne være entydige, 
ligger det nær, at man søger at gennemføre Beviset der- 
ved, at man viser, at selve Eksistensen af et Additions- 
teorem medfører de omvendte Funktioners Entydighed. 
Det er i Virkeligheden ad denne Vej, at det er lykkedes I 

Schwarz*, idet han gaar ud fra de entydige Kurvetrans- 
formationer, at bevise, at der i Virkeligheden ikke gives 
Additionsteoremer i den i det foregaaende fastslaaede 
Betydning for Kurver af højere Slægt end 1. Skønt vi 
i vor Udvikling have lagt alt saaledes til Rette, at Beviset 
kan føres meget let, maa vi dog foreløbig forbigaa det, 
da det kræver et Kendskab til uendelige Rækker og 
Funktioners Fortsættelse, som vi først ville faa i de 
følgende Kapitler. 



I 



* Journ. flir reine und angew. Math. B.87. S. 139. Abhdl.II. S. 285. 
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KAPITEL VIL 

UENDELIGE RÆKKER OG PRODUKTER. 



RÆKKER MED POSITIVE LED. 
55. For Rækken med positive Led 

er som bekendt lim w„ = O og lim min = O nødvendige, 
men ikke tilstrækkelige Konvergensbetingelser. Af mere 
fuldstændige Kriterier findes der en Mængde, men et 
Særkende for saa godt som alle saadanne er det, at de 
findes ved at sammenligne den Række, der skal tinder- 
søges, med en anden Række, hvis Konvei^ensforhold 
man direkte har faaet Rede paa. Er denne Række 2*^«, 
og har man for et vist n og alle større n 

da vil 2!u være konvergent, hvis 2!t er det; er derimod 
det første Forhold mindre end det sidste, da vil Hu 
være divergent, hvis 2*^ er det. 

Ad denne Vej ere Cauchy, Duhamel,- Bertrand, de 
Morgan o. fl. komne til de sædvanlig anvendte Konvergens- 
kriterier; Forf. har vist (Tidsskrift for Math. 1873), hvor- 
ledes disse alle kunne udledes ad en fælles Vej, der 
lader deres indre Sammenhæng træde tydeligt frem. 
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For at opnaa dette tænke vi os Forholdet tin : Wn+i 
udviklet i Række efter Potenser af-, saa at vi have 

"-^ = «+^+i;+... (1) 



Som Hjælperække benytte vi den, hvis almindelige Led er 

hvor k er et vilkaarligt helt, positivt, endeligt Tal. Om 
denne Række viser man som bekendt let, at den er 
konvergent for/^ > 1, divergent for^ < 1. For den faa vi 



tn 



^n+l 



(i+i+l'+-T=i+'^+-- (^) 



Ved Sammenligning af de to Forhold kunne vi nu 
nøjes med at betragte de første Led af deres Række- 
udviklinger, da vi kunne tænke os n saa stor, at ethvert 
Led er forsvindende i Forhold til det foregaaende. 

1) a > 1. Vi tage // > 1, altsaa Zt konvei-gent. Det 
første Forhold er det største for tilstrækkelig store w, 
altsaa Su konvergent. 

a < 1. Vi tage /^ < 1. Begge Rækker ere diver- 
gente. Altsaa : 
Er 

a = lim -^ > 1 , 

vil Rækken være konvergent, medens den for a<d er 
divergent (Gauchys Sætning). 

2) a = 1 ; ^ > 1. Vi tage l<fjL<fi. Rækkerne 
ere konvergente. 
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a = 1; y8< 1. Vi tage 1 >/i >y9. Hækkerne ere 
divergente. Altsaa : 

Er 

/? = Wmni-^ \\>\. 

vil Rækken være konvergent, medefis den er divergent for 
y9< 1. (Duhamels eller Raabes Sætning.) 

3)a=l, y9=l, y endelig. Vi tage /^ = 1; 
k > y. Rækkerne divergente. Altsaa: 
Er 



r = lim n\nl — - 



-ll-l 

+1 



endelig, vil Bækken være divergent. 

Faar man ^ = x, vil derved vises, at Række- 
udviklingen ikke fortsættes med et Led, hvis Nævner er 
n*, men med et Led, hvis Nævners Grad ligger mellem 
1 og 2. Lad os antage , at Graden er 1 + v , hvor 
O < V < 1 , og at Tælleren 

,.= limn^[n(^-l)_i; 

er en endelig fra Nul forskellig Størrelse. Vi maa her 
vælge en ny Række til Sammenligning og tage 

der ikke opfylder Betingelsen lim ntn = O og derfor 
bestemmer en divergent Række. Man finder 



t„+i ' n ' »*+" 



^ J 
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og vælger X > j-^^ hvorved begge Rækker ere divergente, 
Altsaa: 

Kan man faa 



limn^ \n(-^—l\ — i 



endelig for en positiv, selv nok saa lille endelig Værdi 
af V, er Rækken divergent. 

56. Hermed er Undersøgelsen imidlertid ikke af- 
sluttet; der kan nemlig gives Led, hvis Orden falder 
mellem 1 og 1 + y, hvor lille v end er; dette er saaledes 
Tilfældet med nln^ ni In o. s. v. Ved Undersøgelsen 
af saadanne Tilfælde komme vi til at benytte Rækker, 
hvis almindelige Led ere 

1 1 1 

o. s. V. 



nl^n ' nlnl^ln ' nlnllnl^lln 

For alle disse Rækker er det imidlertid let at opstille 
Konvergenskriteriet; man finder nemlig ved en simpel 
geometrisk Betragtning, at den uendelige Række og Inte- 
gralet 

27„ og \tndn 

have samtidig endelige og uendelige Værdier. Nu er 
i de anførte Tilfælde det ubestemte Integral, multipliceret 
med (1 — a), henholdsvis 

Z*-*»n, Z*-«/n, /*-«/i!w o. s. V., 

og disse Størrelser blive for n = oo alle uendelige for 
a < 1 og endelige for a > 1. 
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Nu faa vi i de anførte Tilfælde for tn : ^n+i hen- 
holdsvis 

.1 a . .1 1 . a 

\-\ i -. — f-..., iH 1 5 V 1 ,, -f...o.s.v.; 

n nln n nln nlnlln 



er derfor 



-=l+r + A: + r7^-Tr+.-- 



Wn+i n nln nlnlln 

kunne vi, idet vi vælge passende Værdier af a slutte, at 
Rækken er konvergent, hvis den første Tæller , vi træffe, 
der ikke er 1, er større end 1; er den derimod mindre 
end ly er Rækken divergent; man maa fortsætte saa 
længe med Udviklingen, til man finder en Tæller, der 
ikke er 1 ; thi saa længe Tælleren er 1 , kan man ikke 
vælge en Værdi af a, der afgør Spørgsmaalet. Tællerne 
bestemmes ved 

k, = lim ln\n(-^ l^l — 1 



\ = Wmlln \ln in V^ l] — l) — 1 



o. s. V. (4) 



I denne Form ere Betingelserne givne af Bertrand 
og de Morgan. 

57. Her bør nævnes en Udvikling, som er given af 
Hr. J. L. W. V. Jensen (Tidssk. for Math. 1884)*, og som 
vel ikke som den ovenstaaende viser, hvorledes hvert 
enkelt af de udviklede Kriterier fremkommer som en 
nødvendig Udvidelse af det foregaaende, men som paa 
den anden Side giver en almindelig Metode i den simplest 
mulige Fortn. Jensens Sætning lyder: 



* Sætningen er i ufuldstændig Fonn tidligere given .if Kummer. 
Grelles J. XIII. 
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Hvis for hvilke som helst positive Værdier af Tallene 
a for et vist n og alle større n 

an — an+i > a > O, (5) 

da er Rækken konvergent, medens den er divergent, hvis 
den anførte Differens er lig eller mindre end Nul, og 
Rækken 



^ an 



er divergent. 
Sættes 

anl^n — an-^iUn^i = ^n i 

da er 

00 

Itn = apUp — a^u^. 

p 

Her maa sidste Led være endeligt, da Summen, 
ifølge den givne Betingelse, ikke kan være negativ. Rækken 
IH er derfor konvergent. Dette maa da ogsaa være 
Tilfældet med Rækken 2"^, thi man har 

tn ^ aUn^i , altsaa tin-Li < - . 
— a 

Har man forelagt en konvergent Række, kan man 
paa mange Maader finde en saadan Række Tal a, at 
Uligheden ovenfor er tilfredsstillet; man kan vise, hvad 
vi ikke ville opholde os ved, at Tallene a altid kunne 

vælges saaledes, at Rækken \^ — er divergent. Idet man 

anvender forskellige bekendte, divergente Rækker, giver 
Uligheden forskellige specielle Konvergenskriterier , og 
disse blive desto skarpere, jo mindre divergent den 
benyttede Række er. Sætter man saaledes henholdsvis 

a„ = 1 , a„ ^ w, a« = 7iln, an = nlnlln o. s. v., 
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faar man de tidligere beviste Sætninger af Cauehy, 
Duhamel og Bertrand. 

Den anden Del af Sætningen følger af, at man fra 
et vist w, f. Eks. n = p har apUp<ianUn^ naar n^p. 
Heraf følger 

1 1 






Ved Udviklingen af de forskellige Konvergenskriterier 
have vi forudsat , dX Uni w»+i har en bestemt af n uaf- 
hængig Grænseværdi. Hvor dette ikke er Tilfældet, bliver 
Opgaven i Reglen særdeles vanskelig, og dens Løsning 
falder ikke ind under ahnindelige Metoder. Saaledes vil 
f. Eks. en Række , hvis Led ere Primtallenes reciproke 
Værdier, være divergent, men dette kan ikke paavises 
ved de ovenfor udviklede Sætninger. 



RÆKKER MED KOMPLEKSE LED. 

58. En Række med komplekse Led er konvergent, 
dersom Leddenes Moduler danne en konvergent Række. 

Vi afsætte i Planen ud fra et Punkt O efter hinanden 
Liniestykker, der ved deres Længde og Retning ere 
bestemte ved de enkelte Leds Moduler og Argumenter; 
vi danne derv^ed en brudt Linie, og hvis denne konvergerer 
til et vist Grænsepunkt -4, vil Linien OA ved sin Længde 
og Retning angive Rækkens Sum. Det gælder derfor om 
at vise, at der bliver et bestemt Grænsepunkt i endelig 
Afstand fra O. Nu danne Modulerne en konvergent 
Række; lad dennes Sum være a; den brudte Linie kan 
da ikke naa udover en Cirkelperiferi, der har Centrum 
i O og a til Radius. Lad nu saa mange Led være 
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afsatte, at den brudte Linie har faaet Længden b og er 
naaet til et Punkt B; Grænsepunktet maa da findes 
inden for en Cirkelperiferi om B som Centrum og med 
Radius a — b. Fortsætte vi paa denne Maade, faa vi 
efterhaanden bestemt Cirkler, der have mindre og mindre 
Radier, og som alle indeholde Grænsepunktet; da vi nu 
kunne tage saa mange Led med, at Summen af Modulerne 
er saa nær ved a, som vi ville, kunne vi gøre Cirklernes 
Radier saa smaa, som vi ville og derved bliver Beliggen- 
heden af Grænsepunktet bestemt. 

Naar vi tale om at ombytte Leddene i en Række i?, 
mene vi dermed, at vi danne en ny Række R^ saaledes, 
at et vilkaarlig valgt Antal af de første Led af den ene 
Række altid findes mellem et tilstrækkelig stort Antal af 
de første Led af den anden Række. 

Hvis Modulussummen er endelig, ville de to Rækker 
have samme Sum, 

Vi kunne nemlig af den første Række medtage saa 
mange Led, at Modulussummen for de resterende Led 
er mindre end en vilkaarlig valgt lille Størrelse a. Med- 
tage vi af den anden Række saa mange Led, at alle de 
af den første Rækkes Led, der ere tagne med, findes 
imellem dem, maa Summerne af de to endelige Rækker 
have en Differens, hvis Modulus er mindre end «. Da a 
nu kan gøres saa lille, som man vil, er Sætningen bevist. 

Konvergente Rækker, hvis Sum er uafhængig af 
Leddenes Orden, kaldes ubetinget konvergente, Altsaa: 

En Række er ubetinget konvergent, naar Leddenes 
Moduler have en endelig Sum, 

Anderledes forholder det sig, hvis Modulussummen 
er uendelig; Rækken kan godt derfor være konvergent, 
men dens Sum er afhængig af Leddenes Orden; hvor 
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mange Led vi end medtage, saa ville de resterende Led 
have en uendelig Modulussum; danne vi de to endelige 
Summer som ovenfor, vil derfor deres Forskel ikke behøve 
at konvergere mod Nul. 

For konvergente Rækker med en uendelig stor Modulus- 
sum bliver derfor Bækkens Sum afhængig af Leddenes 
Orden, Saadanne Rækker kaldes betinget konvergente. 

Som Eksempel kunne vi tage den uendelige Række 

der har Summen /2. De positive Led for sig og de 
negative for sig danne divergente Rækker, og dette gør, 
at vi, ved at tage Leddene i en passende Orden, kunne 
faa hvilken Sum, vi ville, f. Eks. 100; da de positive Led 
danne en divergent Række, kunne vi nemlig først tage 
saa mange af de positive Led, at Summen er over 100, 
derpaa saa mange af de negative, til Summen er bleven 
under 100, derpaa atter af de positive saa mange, til 
Summen atter er over 100 og saaledes videre; vi udelade 
paa denne Maade intet Led, men ordne Leddene paa 
en saadan Maade, at Summens Grænseværdi er 100. 

59. Forf. har gjort opmærksom paa* en mærkelig 
Art Rækker, hvis Sum bestaar af en bestemt og en 
ubestemt Del. 

Lad Rækken have en uendelig Modulussum, medens 
Leddenes Moduler og Differensen mellem to konsekutive 
Leeds Argumenter fra et vist Led at regne ere aftagende 
mod Nul. Afsætte vi Leddene geometrisk som ovenfor, 
vil den brudte Linie mere og mere nærme sig til at blive 
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en kontinuert Kurve. En Cirkel gennem tre konsekutive 
Punkter vil have Radius 

1^ ^ mod {Un + UnJ^i) 

2 ' arg UnJ^i — arg w« * ^ ^ 

Lad os antage, at denne Størrelse fra et vist Led 
at regne nærmer sig stadig aftagende (voksende) til en 
vis Grænseværdi a. Enhver af Cirklerne vil da omslutte 
(indesluttes af) alle de følgende og maa derfor til 
Grænsestilling have en fast Cirkel med Radius a. Denne 
bliver Kurvens Asymptotecirkel ; er dens Centrum bestemt 
ved det komplekse Tal b, vil Rækkens Sum være 

hvor 6 og a ere bestemte, medens Argumentet 6, da 
Modulussummen er uendelig, er fuldkommen ubestemt. 

Som Eksempel kan tjene Rækken 



00 j 



hvor a er en given, positiv Størrelse; vi faa her paa 

forsvindende Led nær 

2 
1 n 1 



2 , n+1 a 
al • 



n 



Rækken vil saaledes nærme sig til Konvergens, naar 
a vokser i det uendelige. 
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POTENSRÆKKER. 

60. Om en Potensrække med positive, hele Eks- 
ponenter 

ville vi antage, at den er konvergent for et Punkt z^^ 
med Modulus r^. Lad z^ være et andet Punkt med 
Modulus r^ < r^. Rækken 

'+^ (.;)■+• ■+©■+■• 

er da konvergent og giver en ny konvergent Række, 
naar alle dens Led multipliceres med endelige Størrelser ; 
vi multiplicere Led for Led med a^,, a^)\, a^r^^ . . ., hvor 
ai = \ai\; vi faa da den konvergente Række 

men da dennes Led netop ere Modulerne til den givne 
Rækkes Led for ;^ = z^, vil Rækken for denne Værdi 
være ubetinget konvergent. Da der til Punktet z^ kun 
er stillet Betingelsen r^<.r^, kan z^ være et hvilket som 
helst Punkt inden for en Cirkelperiferi med Nulpunktet 
til Centrum og Radius r^. Er r^ valgt saa stor som 
mulig, kaldes Cirklen Bækkens Konvergenscirkel; Rækken 
er ubetinget konvergent for ethvert Punkt inden for 
dennes Periferi og ikke konvergent for noget Punkt uden 
for Periferien; for selve Periferipunkterne er Forholdet 
forskelligt. 

Ombytte vi z med z—a, bliver Konvergensbetingelsen 

\z — a\<r^, 
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Og Konvergensomraadet begrænses derfor af en Cirkel 

med Radius r^ og Centrum i a. Ombytte vi derimod z 

1 
med — , bliver Konvergensbetingelsen 

saa at Konvergensomraadet kan betegnes som begrænset 

af en Cirkel med Centrum i Punktet oo . Ved en Række, 

der gaar frem efter Potenser af z — a , naar a falder i 

det uendelig fjerne Punkt, ville vi derfor, for at indbefatte 

dette Tilfælde under det almindelige, forslaa en Række, 

1 
der gaar frem efter Potenser af — . 



TAYLORS FORMEL, ANVENDT PAA POTENSRÆKKER. 

61. Før vi gaa over til Undersøgelsen af Taylors 
Formel, anvendt paa Potensrækker, maa vi bevise en 
Hjælpesætning. 

Lad os betragte et dobbelt uendeligt Antal af positive 
Størrelser, der ere ordnede i uendelig mange Rækker 
med uendelig mange Led i hver Række, som Elementerne 
af en Determinant af uendelig høj Orden. Vi danne nu 
Summen af alle Størrelserne, idet vi begynde med den 
første Række, derpaa tage den anden og saaledes videre; 
vi antage, at Rækkerne alle ere konvergente og hen- 
holdsvis have Summerne S^, S^, . . . ; vi antage endvidere, 
at den uendelige Række ESi er konvergent og har 
Summen S; vi kunne da, idet « betegner en given 
Størrelse, saa lille som vi ville, bestemme et Tal n saa- 
ledes, at 

har en Afvigelse fra S, der er mindre end a. 
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Vi kunne nu finde et Tal m saa stoil, at Summen 
af de m første Led i hver af Rækkerne S^, S, ... S« af- 
viger mindre end ^ fra Rækkens Sum , hvor /9 er saa 
lille, som man vil. 

Vi se saaledes, at vi kunne gøre w og m saa store, 
at Summen af de mn Led, som vi faa, naar vi kun 
benytte de n første Rækker og af hver af disse kun de 
m første Led, vil afvige fra Summen S saa lidt, som 
man vil. Nu give imidlertid de mw Led samme Sum, 
naar vi addere dem først efter Søjler, som naar vi addere 
dem først efter Rækker, og Summen S af de oo" Stør- 
relser maa derfor blive den samme, hvad enten vi først 
addere Rækkerne eller først Søjlerne. Om nogle af 
Rækkerne S,- ere endelige bliver uden Betydning. 

62. Vi betragte nu Rækkerne 

f{z) = a^+a^z + a^z'+... (7) 

og 

f(z^h) = a,+ a,{z + h) + a,{z + hy+ ... (8) 

hvor vi antage, at begge Punkterne, z og z-{-h, ligge i 
Konvei^ensomraadet, saa at Rækkerne ere ubetinget kon- 
vergente; vi skulle undersøge, hvorledes det gaar med 
Konvergensen af den sidste Række, naar vi ordne den 
efter Potenser af h. 

Vi ordne Leddene i f{z-{-h) i Rækker som 



a 

o 



a^z -\- a^h 

a^^-\- ^a^zh -\- ajl? 

8 I 8 ! 8 18 



10 
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Og forudsætte, at den Dobbeltrække, vi faa, naar vi er- 
statte ethvert af Leddene ved dets Modulus, summeret 
efter Rækker paa den ovenfor angivne Maade, har en 
bestemt, endelig Sum; det samme gælder da, naar vi 
summere efter Søjler, men derved faa vi netop Summen 
af Modulerne til de enkelte Led i 

m+jfiz)h^-^^^f'{z)h'+.... (9) 

saa at denne Række er ubetinget konvergent. f{z)^f\z) ... 
staa her som forkortede Betegnelser for de uendelige 
Rækker 

a^^^a^z f- Sa^s^^-f- . . . . , i2a,-|- Bag ar -[-... o.s.v. 

Vi maa imidlertid bemærke, at vi i Modulusrækkerne 
ikke have Modulerne til Potenser af z ~\-h, men at de 

have Formen | ^j? | ( 1 2; | + I ^M )''• Altsaa : 

Dersom vi af en Potensrække for f(z) danne den 
Taylor ske Formel for f(z-\-h)y idet vi danne de afledede 
Funktioner ved Differentiation af den givne Række Led 
for Led, vil den Taylorske Række være konvergent for 
saadanne Værdier af h , for hvilke \z\ -\- \h\ er mindre 
end Radius i den givne Rækkes KonvergenscirkeL 

Den stillede Betingelse er altid opfyldt for tilstrækkelig 
smaa A, naar z blot ligger i endelig Afstand inden for 
Konvergenscirklens Periferi; vi have derfor for ethvert 
saadant z^ idet vi nu tage f{z) i dens almindehge Be- 
tydning som afledet Funktion, 

f{z) = lim -^^— tl^-^^^^ = a^-i 2a^z-\-3a^z'i-... 

og analogt for de følgende afledede Funktioner. Man ser 
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heraf, at den ved en Potensrække definerede Funktion er 
monogenj og at dens afledede kunne dannes ved Differen- 
tiation af Rækkens Led, hvorved man faar Rækker, der 
have samme Konvergensomraade som den oprindelige 
Række, Her er dog forudsat, at z ikke ligger paa eller 
uendelig nær ved Konvergensomraadets Grænsecirkel. 
Sætte \ri z = a^ h =- z — a, giver Taylors Formel 

m = f{a) + \na){z-a) + ^^f\a)(z-af^..., (10) 

der bestemmer Rækkeudviklingen for f{z) efter Potenser 
af z — a, eller, som vi ville kalde det, Rækkeudviklingen 
fra Punktet a. Vi have set, at Rækken er ubetinget 
konvergent, naar l^; — a| + |«| er mindre end den givne 
Rækkes Konvergensradius, altsaa i en Cirkel med Cen- 
trum i a og liggende helt i det oprindelige Konvergens- 
omraade. I Virkeligheden vil Konvergenscirklen om a i 
Reglen gaa uden for det oprindelige Konvergensomraade 
og derved give en Bestemmelse af Funktionen for Punkter, 
for hvilke den oprindelige Række ikke kan benyttes; 
fra disse Punkter kan man udvikle i ny Rækker, hvis 
Konvergenscirkler strække sig ind i ny Arealer og saa- 
ledes videre. Vi komme senere ind paa en nærmere 
Undersøgelse af disse Forhold; her ville vi blot bemærke, 
at ingen Konvergenscirkel kan strække sig ud over en 
Pol, da Funktionsværdien i en saadan er uendelig og 
derfor ikke kan bestemmes ved en konvergent Række. 
Er f{z) flertydig, ville Konvergenscirklerne efterhaanden 
strække sig ind i de forskellige Blade af Funktionens 
Riemannske Flade, men ingen kan gaa ud over et i 
samme Blad liggende Forgreningspunkt, thi, som tidligere 
anført, maa Rækkeudviklingen fra et saadant Punkt 
indeholde brudne Eksponenter. 

10* 
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Eks. 1. 



eller 

1 _ 1 I ^-« I (^-«)' I 

■f ^ I^ /I r,\» ' /< ^\t I • • • • 



Den givne Række har Konvergensradius 1; Rækken 
fra a er konvergent, naar J2r-— a|<|l— a|; dens Kon- 
vergenscirkel strækker sig derfor til Funktionens Pol 1. 

Eks. 2. 

Konvergensradius er 1. Duhamels Teorem viser, at 
Rækken er konvei^ent for 2? = 1; for alle Periferi- 
punkterne er 1^1 = 1, og Rækken er derfor ubetinget 
konvei^ent for alle disse Punkter. Konvergenscirklen 
for Rækken fra Punktet a , hvor | a | < 1 , strækker sig 
til Forgreningspunktet 1. I dette er Funktionen endelig, 
men dens afledede er uendelig. 

Eks. 3. 

l + a^4-a';2*+aV+a*;2"+.... \a\< 1. 

Konvergensradien er 1. Funktionen har, hvad vi 
ikke her kunne vise, den Egenskab, at der ikke kan 
dannes ny Konvei^enscirkler , som strække sig ud over 
den første Cirkels Periferi; denne Cirkel er, hvad man 
kalder Funktionens naturlige Grænse^ ud over hvilken 
den ikke kan defineres. Ikke desto mindre er Rækken 
for Funktionen og Rækkerne for alle dens afledede kon- 
vei^ente for alle Punkter af Grænsecirklens Perif^i. 



UENDELIGE RÆKKER OG PRODUKTER. 149 

63. En Række kaldes af Weierstrass ligelig (gleich- 
måssig) konvergent i et vist Areal, naar man for et op- 
givet positivt Tal a, der er saa lille, som man vil, kan 
finde en saadan Værdi af w, at Forskellen mellem Ræk- 
kens Sum og Summen af de n første Led har en Modulus, 
der er mindre end a for ethvert Punkt af Arealet. Da 
en endelig Række af kontinuerte Led altid er kontinuert, 
maa en uendelig Række repræsentere en Funktion, der 
er kontinuert i hele det Omraade, i hvilket Rækken er 
ligelig konvergent. 

Potensrækker, hvis Konvergensomraade kan be- 
stemmes ved Gauchys Sætning, ere ligelig konvei^ente 
inden for en Cirkel, der har samme Centrum som Kon- 
vei^enscirklen , men hvis Radius er en endelig Størrelse 
mindre end Konvergensradien. I det nævnte Areal er 
Rækken nemlig ubetinget konvergent, og man har derfor 
for et vist n og alle større w, idet y er en positiv Stør- 
relse mindre end 1, 

modw„_|_i < ymoåuny mod w„+2< r'^od w„_|_i < y^ mod w« . . • , 
altsaa 

mod (w„+i-f w„+2+ . . .) < "^od Wn+i + mod w„+2-r . • • 

moåun 



<::moåunr{^ + r+f+>^) = r 



1 



Bestemmer man nu n saaledes, at ;' mod w„ < a ( 1 — y), 
vil Forskellen mellem Rækkens Sum og Summen af de 
n første Led for alle Punkter af det betragtede Areal 
have en Modulus mindre end «, og Konvergensen derfor 
være ligelig. Kommer man uendelig nær til Konvergens- 
cirklens Periferi, ophører Konvergensen at være ligelig. 
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64. Vi ville nu nærmere betragte de Punkter, der 
ligge paa Periferien af Konvergenscirklen, idet vi dog 
forudsætte, at Funktionen kan udvides ud over denne 
Cirkel ved ny Rækker. Funktionen har da en bestemt 
Værdi i et Periferipunkt, ud over hvilket Udvidelsen kan 
ske, og denne Værdi iiiaa være den Grænseværdi, som 
Rækkens Sum nærmer sig til, naar z fra Cirklens Indre 
nærmer sig til Periferipunktet, thi ved denne Variation 
af z er Rækken stadig ubetinget konvergent og konti- 
nuert og bestemmer de sanune Værdier af Funktionen 
som en af de Rækker, hvis Konvergenscirkel indeholder 
Periferipunktet. Spørgsmaalet er nu, om vi ogsaa faa 
den sande Funktionsværdi, naar vi ikke bestemme den 
som Grænseværdi, men søge den ved direkte at ind- 
sætte den til Periferipunktet svarende Værdi af z. 

Vi se nu straks, at dette ikke kan være Tilfældet i 
de hyppigt indtrædende Tilfælde, hvor Rækken for 
Periferipunktet bliver oscillerende^ hvorved forstaas, at 
Summen ikke er bestemt, men svinger mellem visse 
Værdier. Saaledes vil for Rækken 

z ^= \ø gøre Rækken oscillerende undtagen for ^ = 0. 
Nærme vi os derimod Punktet 1^ indenfra, vil Rækken 
stadig være ubetinget konvergent og give samme Værdi 

som 7 , saa at Grænseværdien kan findes ved heri 

\ — z 

at indsætte 1^ for z. 

Lad os nu antage, at Rækken for Periferipunktet 
bliver betinget konvergent. Summen er da afhængig af 
Leddenes Orden; men inden for Periferien er Rækken 
ubetinget konvergent, saa at vi kunne tage Leddene i 
hvilken Orden, vi ville, uden at derved Grænseværdien, 
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som er den sande Funktionsværdi, forandres. Dette kan 
kun forklares ved, at Rækken ved en Omordning af Led- 
dene kan blive diskontinuert i selve Periferipunktet. 
Som Eksempel kunne vi tage Rækken 

der for ^ = 1 giver den betinget konvergente Række 

1 1-1-1 -L-i- = 72 

Skrive vi Rækken ovenfor 
faar man for 2 = 1 

111 l_L_l_i_l 11 3/0) 

Her maa den anden Form af Rækken lige saa vel 
som den første konvergere til den sande Funktionsværdi 
1 3 , naar z nærmer sig til 1 ; den maa derfor i selve 
Punktet 1 springe fra /2 til f /2. Vi kunne let finde 
Forklaringen; vi sætte 

Og 

Lade vi nu n vokse i det uendelige, faa vi for 2; < 1 

lim (p{z) < lim n • ^ z^"" = lim l^z^"" =- O, 
men for ^ == 1 
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im^(l) = lim(^^ + ^ + ... + ^^_) 



2n— 1 4 «— 1 



zn— 1 « w— 1 A . 



der, som det vil blive vist i Kapitel VIII, netop har 
Værdien ^12, 

65. I det her undersøgte Eksempel fik vi den sande 
Funktionsværdi, naar vi satte 2; = 1 i den givne Række, 
der var ordnet med stigende Eksponenter. Dette Til- 
fælde falder ind under følgende Sætning, som er bevist 
af Abel: 

Dersom vi i en Bække, der er ordnet efter stigende 
Eksponenter, 

indsætte en speciel Værdi for z og derved faa en konver- 
gent Række, vil dennes Sum være den sande Funktions- 
værdi for den givne Værdi af z. 

Vi behøve kun at betragte saadanne Værdier af z, 
som høre til Grænsecirklen. Vi kunne forudsætte, hvad 
der i alt Fald kan opnaas ved en lille Ændring af ^, at 
Konvergensradius er 1 og at det Periferipunkt, vi ville 
undersøge, er 2 = 1. Vi kunne endvidere forudsætte, 
at Koefficienterne ere reelle, da vi i modsat Fald kunne 
dele Rækken i to andre, den ene med reelle, den anden 
med rent imaginære Koefficienter og undersøge disse, 
hver for sig. Endelig forudsætte vi, hvad der i alt Fald kan 
opnaas ved en Ændring af a^ , at den konvergente Række 

(^A- «i+ ^2+ • • • 

har Summen Nul. Vi skulle da bevise, at vi ogsaa faa 
Summen Nul, naar vi lade z voksende nærme sig fil 1. 
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Idet vi sætte 

«o = ^0? «o+«i = ^1' «o+«i+^*2 = ^ O.S.V., 

omskrives Rækken til 

f{z) = {l~z){s„+s^z + s,z'-^...), 
hvor vi nu sætte 

.= 1-1 

w 

og lade w vokse i det uendelige. 

Hvis Rækken er diskontinuert i Punktet 1, vil 
Summen ikke nærme sig til Nul, men til en vis endelig 
Størrelse k. Da Størrelserne s fra et vist. Led ere af- 
tagende mod Nul, maa vi kunne finde et saadant w, at 
Sn+i Og alle de følgende Størrelser s i numerisk Værdi 
ere mindre end ^k; vi have nu 

Dersom vi i den sidste Parentes sætte ^k for 
Sn+u Sn-^2 .••, bliver dens Værdi ^ktv, og dens virkelige 
Værdi maa derfor ligge mellem ^ikw og — ^kw^ saa 
at hele det sidste Led har en Værdi, der er numerisk 
mindre end ^k. Det første Led kunne vi gøre saa lille, 
som vi selv ville, ved at tage w tilstrækkelig stor. 
Resultatet strider mod vor Forudsætning, at Summen 
er den endelige Størrelse k. Summen maa derfor være Nul. 

66. Dersom en Rækkes Led ere Funktioner af flere 
variable, blive Forholdene mere sammensatte. Vi ville 
f. Eks. betragte en Række, der gaar frem efter Potenser 
af z, medens Koefficienterne indeholde en Parameter a. 
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Til forskellige givne Værdier af a vil der da i Reglen 
svare forskellige Konvergensomraader for z^ ligesom der 
til forskellige givne Værdier af z vil svare forskellige 
Konvergensomraader for a. Vil man indsætte givne 
Værdier af a og r i Rækken, maa man da sikre sig, at 
disse virkelig høre til Konvergensomraaderne og ikke ligge 
paa disses Grænser, hvor Rækken inuligvis ikke mere 
repræsenterer den derved bestemte Funktion. 
Vi ville f. Eks. betragte den bekendte Række 

hvor Spørgsmaalet er, om vi for en vilkaarlig, endelig 
Værdi af z med Modulus r kunne sætte a = oo og der- 
ved faa Rækken for ^. Nu er 

(i+-V ■ 

Un n-{-\ a 71 -\- 1 

hvor p = \al Sætter man nu f. Eks.^ = 2r, ser man 
let, at man kan gøre n saa stor, at den sidste Rrøk for 
alle større n og for alle større />, desto mere jo større 
p bliver, er mindre end en vis ægte Brøk. Rækken er 
derfor ligelig konvergent i Omraadet af a = oc, og der kan 
saaledes ikke findes nogen Diskontinuitet i dette Punkt. 



FORSKELLIGE RÆKKER. 
67. Vi betragte en Række, Uuntn og sætte 

altsaa 

U^ = S^ ^ l/g = S^ S^'^ ... Ufi = Sn Sfi — 1 
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Derved bliver 

-)- 5„._i (fn -1 — tn) --^ Sn tn • 

Vi antage nu, at Rækken 

er konvergent, og at s„, naar 71 vokser i det uendelige, 
er endelig eller svinger mellem endelige Grænser, saa at 

vi altid have 

1 5„ I < a , 

hvor a er en endelig, positiv Størrelse. Vi have da 

Og Rækken 

er derfor ubetinget konvergent. Vi slutte heraf, at 
Rækken luntn er oscillerende eller konvergent, eftersom 
Sntn oscillerer eller aftager mod Nul med uendeligt vok- 
sende n. Konvergensen behøver ikke at være ubetinget. 
Sætte vi 

Og kunne vi bevise, at e altid er mindre end et vist 
positivt Tal, maa Rækken Z\tn — ^.f-il være konvergent, 
hvis t^ = O, thi Rækken 

^{ \tn\ — tn+i I ) 

er ubetinget konvergent. og dette Forhold kan ikke for- 
andres ved, at Leddene multipliceres med positive Tal, 
der ere mindre end et vist endeligt Tal. 
Eks. 1. 

f„ = \-\ Un = (-1)«+^; l'\tn — tn^i\ = 2' ^ 



n ' ^ ' n{n-\- 1) 
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er kon velment; Sn er afvekslende O og 1, ^.^ =0. Rækken 

-*• 2 1^ "5 4" n^ • • • 

er som bekendt betinget konvergent. 

Eks. 2. i/„ = (cos 0-\-i sin dy. Rækken oscillerer, 
naar ikke er et Multiplum af 2;r. 

Rækkerne 

l'tn cos nØ og l'tn sin n 

ere derfor konvergente, naar Rækken 2!\tn — ^n+i| er 
konvei^ent og t^ = 0. Hvis Størrelserne t ere positive 
og aftagende mod Nul, ere Retingelserne opfyldte. (Malm- 
stens Teorem). 

Eks. 3. Antag Rækken 

hvor Størrelserne kn ere positive og voksende i det uende- 
lige med w, ubetinget konvergent for z = z^: Forandre 
vi den imaginære Del af z^, blive Leddenes Moduler 
uforandrede ; addere vi en positiv Størrelse til den reelle 
Del af z^^ blive Leddenes Moduler mindre; i begge Til- 
fælde vil derfor den ubetingede Konvergens vedblivende 
finde Sted. Deraf følger, at Omraadet for ubetinget 
Konvergens er den Del af Planen, som ligger tilhøjre for 
en vis ret Linie, parallel med de imaginære Tals Akse. 
Tilvenstre for denne Linie kan Rækken være divergent 
eller betinget konvergent. Jensen har bevist , at ogsaa 
den anden Grænse for den betingede Konvergens vil 
være en ret Linie, parallel med den første*. 

Det gælder om at bevise, at hvis Rækken er kon- 
vergent for z = z^^ vedbliver den at være konvergent. 



* Tidsskrift for Matematik 1884. 
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naar man til z^ adderer x -\-yi^ hvor y er vilkaarlig, 
medens x er positiv og saa lille, som man vil. Sætter 
man nu 

Un= ane « % tn^ e »^ ^^ \ 

har man for x positiv ^^ = O og skal derfor blot vise, 
at 2*1^11 — tnJt-i\ er konvergent. Vi sætte for Simpelheds 
Skyld a; = 1, hvad der ikke gør Beviset mindre alminde- 
ligt og faa, idet in+i — A:„ = w. 



e = 



^n — Wil |^'»~e-«'y«| |l — e-'"««- 



<1 + 



e ^^—e ^""^^ e""—! e'^—X 



_ 2sin|my 

hvor Tælleren i den sidste Brøk er at tage positiv. Idet 
denne Tæller er mindre end |my|, medens Nævneren er 
større end m, faas 

hvorved Sætningen er bevist. 

Til de betragtede Rækker hører 



j2 n'^ 



der som bekendt er ubetinget konvergent, naar z er posi- 
tiv og større end 1, medens den er divei^ent for 2? < 1. 
Rækken er derfor ubetinget konvergent paa højre Side 
af en Linie, der gaar gennem Punktet 1 og er vinkelret 
paa de reelle Tals Akse, medens den er divergent paa 
venstre Side af Linien. Hvorledes den forholder sig paa 
selve Linien, have vi vist i 59. Give vi Rækkens Led 
vekslende Fortegn, bliver Grænselinien for den ubetingede 
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Konvei*gens ikke forandret, men man faar paa dens venstre 
Side et Areal med betinget Konvergens. Rækken 



1 1 1 
1 -4-- - 



er nemlig konvergent for (i positiv saa lille, som man 
vil , men ikke for fx = 0. Den anden Grænse for be« 
tinget Konvergens er derfor de imaginære Tals Akse. 
Paa selve denne Linie forholder Rækken sig som Un-^ 
paa Linien gennem Punktet L Beviset kan føres paa 
lignende Maade som det analoge Bevis i 59, naar man 
sammentrækker Leddene to og to. 

Mere almindeligt kan man betragte 

hvor |a| = 1 (a = 1 undtagen). Denne Række faar 
de samme Omraader for ubetinget og for betinget Kon- 
vergens som Rækken ovenfor. 

REGNING MED RÆKKER. 

68. Hvis de to Rækker 2!u„ og 2!vn ere konvergente, 
ser man let, at Rækken 2!{un^v„) ogsaa er konvergent 
i det Areal, der er fælles for de to Rækkers Konvergens- 
omraader og deri har en Sum, der findes ved at addere 
de to givne Rækkers Summer. Have de givne Rækker 
samme Konvergensomraade , kan den tredje faa et, der 
er større. Addere vi f. Eks. Led for Led de to Rækker 
for sin z og for arc tg z, faa vi en Række, hvis Konver- 
genscirkel har Radius 1, men subtrahere vi fra denne 
Rækken for arc tg ;^, der har samme Konvergensomraade, 
faa vi Rækken for sin z, der er konvergent i hele Planen. 
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Sætningen om to Rækkers Addition kan udvides til 
flere; dog maa disses Antal være endeligt. 

« 

Ved at multiplicere to konvergente Rækker 

M„-f- t*,-r w,-f . . . og v^+ v^ f-i^, . . . 
forstaa vi, at vi danne Rækken 

hvor 

O 00^ 1 011 10^ 2 021 111 90' 

... tn= U^Vn+U,Vn-l + . . . -p W»«^, • 

Denne Række vil i visse Tilfælde være konvergent 
og have en Sum, der er lig Produktet af de givne Ræk- 
kers Summer. 

For at undersøge dette nærmere ville vi først an- 
tage, at de to Rækker have positive Led. Betegne vi 
Summen af deres w første Led henholdsvis ved ?7„ og 
F„, vil Summen ^„+^1+ ... + ^2n ligge mellem ?7„F„ og 
U2nV2n, Hieu Hiau kau gøre n saa stor, at begge disse 
Produkter for dette og større n afvige saa lidt, som man 
vil, fra Produktet af Rækkernes Summer; det samme maa 
da gælde om Stn. Vi se tillige heraf, at Summen af de 
Led i UnVn^ der have en Indexsum større end w, maa 
konvergere mod Nul for uendeligt voksende n. 

Lad nu de to Rækker være to hvilke som helst 
ubetinget konvergente Rækker. Da t/„F„ kan bringes 
til at være saa nær, som man vil, ved Produktet af 
Rækkernes Summer, vil det samme gælde om t^-{-t^ ... + /„, 
hvis Summen af de Led af f7„Fn, der have en Indexsum, 
som er større end w, for voksende n konvergerer mod 
Nul. Vi have imidlertid set, at dette finder Sted, hvis 
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vi erstatte ethvert af disse Led ved dets Modulus. Det 
gælder derfor ogsaa for de oprindelige Led. 
Endvidere er 

Og derfor 

|^J + |^J... + |^„|<(|wJ + |wJ + ...|w„|)(|t?J+|t?J + ...-f|t?„|). 

Vi have altsaa følgende Sætning: 

Dersom de to Rækker 2!u og 2!v ere ubetinget kon- 
vergente, vil det samme gælde om Et, og denne Rækkes 
Sum er Produktet af de to første Rækkers Summer, 

Multiplikationsreglen tør ikke anvendes paa betinget 
konvergente Rækker; saaledes vilde man af 

Zu = Iv = 1 L + ^__i_|.... 

1/2 |/3 1/4 
faa 

t \i 1_\ ^ -i- 1 4, M 

\Vi-n V^n-i) |/(m— 1).2 l/n-l/ 

^ 1 ,2« 



l/«+!V=+l 



n+l' 



der for uendeligt voksende n konvergerer mod ^j^S. 

UENDELIGE PRODUKTER. 

69. Det uendelige Produkt 

P = (1 + aj(l + «,)(! + 03) ... (1 + a„) .. . (11) 

kaldes konvergent med Værdien P (endelig og ikke Nul), 
dersom man for enhver given selv nok saa lille positiv 
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Størrelse « kan finde et saadant w, at Produktet af de 
n -\-m første Faktorer for alle positive Værdier af m 
ligger i en Cirkel om P som Centrum og med Radius «. 
Hvis Produktets Modulus for voksende n aftager mod 
Nul eller vokser uden Grænse, kaldes det divergent. 

Begreberne ubetinget , betinget og ligelig Konver- 
gens o. s. V. anvendes ogsaa paa uendelige Produkter 
med en let forstaaelig Betydning. Det er indlysende, at 
lim I «„ I = O er en nødvendig Betingelse for Konvergens. 

Dersom alle a ere positive, er Produktet konvergent 
eller divergent, eftersom Ha er konvergent eller divergent. 

Man har nemlig, idet Produktet af de n første Fak- 
torer betegnes ved ;r«, Summen af de n første a'er 

ved s„ , 

1 + 5« < ^« < ^^"• 

Vi se heraf, at Produktet, naar 2!a er konvergent, 
falder mellem to bestemte, endelige Grænser; da det nu 
er stadig voksende, maa det nærme sig en vis Grænse- 
værdi. Endvidere viser Uligheden, at Produktet vokser 
uden Grænse, hvis s„ vokser uden Grænse. 

Sætningen gælder ogsaa, hvis Størrelserne an fra et 
vist n alle ere negative og forskellige fra — 1. Vi have 
nemlig, idet vi for an sætte — «„, 

TUn = {^ — «n) TTn—l , 

hvoraf 

Ttn—i Ttn 



TTn—l 



== «n. 



Er nu Produktet konvergent, kunne vi, da dets 
Grænseværdi maa have et bestemt Fortegn, for til- 
strækkelig store n antage «„ < 1, saa at tt« er aftagende 

med voksende n. Vi faa da henholdsvis lavere og højere 

11 



^ 
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Grænser for ««, naar vi for Brøkernes Nævnere sætte 
henholdsvis ;r„_i og tt«,. Deraf følger 



9 



< > «n < 



n "'* 



der viser, at 2'a er indesluttet mellem endelige, positive 
Grænser og derfor er konvergent. Er Produktet diver- 
gent og voksende i det uendelige, kan «„ ikke være af- 
tagende mod Nul, og Rækken 2!a er derfor ogsaa diver- 
gent; det samme gælder, hvis Produktet er oscillerende; 
ere «« og tt« aftagende mod Nul, maa Produktet af 
Faktorernes reciproke Værdier vokse i det uendelige, og 
da for 2 an < 1 

^ <l+2a„. 



1— ttn 



maa 2*2 a» og derfor ogsaa Han divergere. Den sidste 
Række er saaledes altid divergent, naar Produktet er 
divergent. 

70. Det uendelige Produkt af komplekse Faktorer, 
17(1 -\- an), er vhetinget konvergent, naar S\a\ er konver- 
gent. 

Heraf følger nemlig, at de uendelige Produkter/7(l — |a»|) 
og 77(1+ I a« I ) ere konvergente; nu er 

l--|an|<|l + an|<l + |an|, 

og det givne Produkts Modulus falder derfor mellem 
endelige Grænser; det samme gælder, hvis vi kun med- 
tage de af Faktorernes Moduler, der ere > 1 eller kun 
de, der ere < 1. Af de to derved dannede Produkter 
er det ene stadig voksende, det andet stadig aftagende; 
de maa derfor hvert for sig have en af Faktorernes 
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Orden uafhængig, bestemt Værdi, og det givne Produkt 
har derfor en bestemt, endelig, af Faktorernes Orden 
uafhængig Modulus. 

Vi have tilbage at bevise, at Summen af Fakto- 
rernes Argumenter er ubetinget konvergent. For smaa 
«n er Argumentet til den 
tilsvarende Faktor lig eller 
mindre end Vinklen fra 
Linien 1 til Tangenten fra 
Nulpunktet til den lille Cirkel, der har sit Centrum i 
Punktet 1 og Radius |a„|, og denne Vinkel er igen mindre 
end \an\ : ^n , hvor tn er Tangentens Længde. Vi have 
derfor for alle de positive Argumenter fra en vis Faktor 




2:øn<2''''' 



tn ' 

hvor alle Nævnerne kunne erstattes ved den mindste af 
dem. Vi se heraf, at alle de positive Argumenter have 
en endelig, bestemt, af deres Orden uafhængig Sum. 
Det samme ses paa lignende Maade at gælde for alle 
de negative Argumenter og derfor ogsaa for alle Argu- 
menterne til det givne Produkts Faktorer. 

71. Dersom 2*1 a«! er konvergent, vil det samme 
gælde om 2'|an^|, hvor z er en vilkaarlig Størrelse med 
endelig Modulus. Under disse Betingelser er derfor det 
uendelige Produkt 

Q = {l-^a,z){l + a,z){l + a,z)... (12) 

ubetinget konvergent og repræsenterer en i hele Planen 

endelig Funktion af z; denne kan udvikles i en for hele 

Planen gældende Potensrække og er derfor kontinuert 

og monogen. For at bevise dette sætte vi 

n* 
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an\ = On, \z\ = r 
og betragte Produktet 

hvor bp er Summen af Produkterne af ^ og ^ af Stør- 
relserne a^, a,, ... a„. P» konvergerer til en endelig, 
positiv Værdi P; Størrelserne b ere voksende med n, og 
da man stadig har 

maa de konvergere til visse endelige og bestemte Værdier 
A» A • • • fi»' Nu er imidlertid for ethvert n 

P>l+^,r + ^,r'...+^„r»>P«; 

her konvergerer P„ for voksende w til P, og Rækkens 
Sum maa derfor ogsaa konvergere til P. 

Vi gaa nu over til Produktet af komplekse Faktorer 
og sætte 

hvor Cj , c, ... Cn ere Summer, der, naar n vokser i det 
uendelige, blive ubetinget konvergente Rækker, der have 
visse Grænseværdier 7-^, 7-2...;^«, medens Produktet Qn 
har Grænseværdien Q, Da |;7,|<^p, bliver Rækken Q^ 
ubetinget konvergent. 

Vi sammenligne nu de to Differenser. 

(ri- O^ + (r.— ^2)^ • • • -f- (r» — c«)^" 

her vil {j-p — Cp)zP være sammensat af Led, hvis Moduler 
netop findes i Leddene i (/9p — bp)rP, og den første Dif- 
ferens vil derfor have en Modulus, der er mindre end 
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den andens; om denne have vi imidlertid vist, at den 
for voksende n konvergerer mod Nul; vi have derfor 
for hele Planen 

Q = lim^n = i-^-y^z-i-r^:^-^.,. 

Vi have forudsat, at ingen af Faktorerne i det 
uendelige Produkt er Nul; under denne Forudsætning 
kan Produktet, som vi have vist, ikke konvergere mod 
Nul; Funktionen kan derfor kun blive Nul, naar en af 
Faktorerne er Nul, og derved ere alle dens Nulpunkter 
bestemte. Hvorvidt Funktionen paa den anden Side er 
bestemt ved sine Nulpunkter, vil senere blive omtalt. 

Eks. Produkterne 

('-f)('-l)('-J)- °^ ('+9('+l)('+l)- 

ere begge divergente, medens Produktet 

er konvergent. Den derved definerede Funktion har der- 
for Nulpunkterne ^t 1 , ± 2 , ^1^ 3 o. s. v., der ogsaa ere 

sin TT z 
Nulpunkterne for Funktionen . 

nz 

De to Funktioner ere i Virkeligheden identiske, hvad 
der senere vil blive bevist (80). 
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CAUCHYS INTEGRAL. RÆKKEUDATKLINGER. 



CAUCHYS INTEGRAL. 

72. Lad f{z) være en Funktion, der er entydig og 
kontinuert i et af en eller flere Randkurver begrænset, 
plant Areal. Lad t være et vilkaarligt Punkt af dette Areal. 
Brøken 

m 

z — t 

vil da i Arealet kun blive uendelig i Punktet ^, der 
har f{t) til Residu; man har derfor 



2 



y®^'-m. (.) 



hvor Integralet er at tage i positiv Retning langs alle 
Randkurverne. Denne vigtige Formel giver en Bestem- 
melse af Funktionen /", der gælder for alle Arealets 
Punkter, skønt man til Bestemmelsen kun behøver at 
kende Funktionens Værdier paa Arealets Begrænsning; 
at dette kan være tilstrækkeligt li^er i, at man desuden 
ved, at Funktionen er monogen. Integralet definerer kun 
Funktionen i det begrænsede Areal; et Punkt t, der 
ligger uden for Arealet, gør ikke Funktionen under Inte- 
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graltegnet uendelig i Arealet, og Integralet vil derfor 
være Nul. Vi faa ikke herved en Udvidelse af Funktionen 
til Punkter uden for Arealet, thi Monogeniteten hører 
op paa Randkurverne. Ville vi have Funktionen udvidet, 
maa vi udvide Arealets Begrænsning; dette kan gøres, 
saa længe vi ikke optage et singulært Punkt i Arealet. 
Hertil maa ikke alene regnes Poler og væsentlige singu- 
lære Punkter, men ogsaa Forgreningspunkter , da Opta- 
gelsen af et saadant Punkt vilde tilintetgøre Funktionens 
Entydighed. Vi kunne imidlertid ogsaa anvende Formlen 
paa en Riemannsk Flade, naar vi blot erindre, at t da 
repræsenterer flere lige over hinanden liggende Punkter, 
saa at vi, hvis flere af disse ligge i det begrænsede Areal, 
paa højre Side af (1) faa Summen af de til disse Punkter 
hørende Funktionsværdier. Integralet repræsenterer der- 
for kun Funktionen paa saadanne Steder, hvor kun Dele 
af eet af Bladene høre til Arealet. Lad os f. Eks. antage, 
at Funktionen har en tobladet Riemannsk Flade med 
to Forgreningspunkter, der ere forbundne ved et For- 
greningssnit. Vi afgrænse i det øverste Blad et Areal, 
der ikke indeholder noget af Forgreningspunkterhe , og 
vælge i Arealet et Punkt t^. Lad t^ være det lige under 
t^ liggende Punkt af det nederste Blad. Vi kunne nu 
udvide vort Areal ud over Forgreningssnittet, saa at vi 
komme ned i nederste Blad. Integralet vil stadig repræ- 
sentere /"(^J, indtil vi ved Udvidelsen have optaget t^ i 
Arealet; dette Punkt er en Pol med Residuet f{t^)^ og 
Integralet vil nu repræsentere Summen af de to Funk- 
tionsværdier. 

73. Af (1) faar man 
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eller, idet man dividerer med h og gaar til Grænsen, 
Heraf udledes atter 



Her er i alle Tilfælde Funktionen under Integral- 
tegnet endelig og kontinuert langs Arealets. Begrænsning. 
Altsaa : 

Hvis en Funktion er entydig og kontinuert i et vist 
Areal, vil det samme gælde om dens afledede Funktioner. 

Paa en Riemannsk Flade maa vi her ved Funktionen 
forstaa den ved Integralet definerede Funktion, saaledes 
som den ovenfor blev bestemt. 



TAYLORS OG MACLAURINS RÆKKER. 

74. Lad a være et vilkaarligt Punkt i det begrænsede 
Areal; man har identisk 

1 _ 1 1 t—a{t—ay 



z — t z — a — {t—a) z — a (z—af (z — (if 

jt - af ^ {t - aY+' 
"^ (^ __ a)«+i ' {z — a^ri {z — t) 

og faar derved, idet man benytter de ovenfor fundne 
Udtryk for de afledede Funktioner, 

m=Aa)+na)*^+ f'ia) (±=|1 + . . . +/t«)(a)(^"+iZ, (4) 
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hvor 

For tilstrækkelig store n og for 



t — a\< 



z — a 



vil Funktionen under Integraltegnet for alle Punkter af 
Begrænsningen faa en Modulus, der er saa lille, som 
man vil, og R vil derfor for voksende n konvergere mod 
Nul. Betingelsen er opfyldt for alle Punkter inden for 
en Cirkelperiferi, der har Centrum i a og ikke inde- 
slutter noget singulært Punkt. For alle saadanne Punkter 
kan man derfor anvende Taylors Række, fortsat i det 
uendelige. Cirklen bliver Rækkens Konvergenscirkel, 
naar dens Radius gøres saa stor som muligt under de 
anførte Betingelser. For a == O gaar Rækken over til 
Maclaurins Række. 

Funktionerne e'^ sin;^ og cos 5; ere entydige og kon- 
tinuerte i hele Planen; Rækkerne 

^ = ^+T~^"lT2+-"' 
_ z"" z'' 

Sm Z Z ^yy -j- -^ • • • ? 

COS z — 1 2^'4^ '*'' 

gælde derfor for enhver endelig Værdi af z. 

Funktioner, der ere entydige og kontinuerte i hele 
Planen og i Punktet oo have et væsentligt singulært 
Punkt, kaldes hele transcendente Funktioner \ de kunne 
som de ovennævnte udvikles i Potensrækker, der gælde 
for hele Planen. 
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Funktionerne l{l-\-z)^ arcsin^;, Hvcigz, have sin- 
gulære Punkter henholdsvis i — 1, ± 1 og + /. Rækkerne 

1^1 ^ I 1 • 3 ^ , 1 • 3 • 5 y j 

arcsin^j = ^+^^3 "^2.4.5 "^2.4.6.7^"^'"' 

arc tg 2? == 2? — g^ + g — . . . , 

gælde derfor kun i en Cirkel med C'æntrum i Nulpunktet 
og Radius 1. 



LAURENTS RÆKKE. 

75. Lad en Funktion være entydig og kontinuert 
inden for en vis Cirkelperiferi med Centrum i a; en 
Undtagelse dannes af et enkelt Punkt 6, i hvilket Funk- 
tionen er diskontinuert; vi udelukke dette ved Hjælp af 
en lille Cirkel og kunne da anvende Cauchys Integral 
til Bestemmelse af Funktionen. Arealet er nu imidlertid 
begrænset af to Randkurver, og Integralet maa føres 
langs begge disse i positiv Retning. For den ydre Cirkels 

Vedkommende kunne vi gaa frem som ved Taylors Formel, 

1 
idet vi udvikle i konvergent Række efter Potenser 

af t — a. Vi faa derved en Række af Formen 
hvis Koefficienter bestemmes ved 






hvor Integi'alet skal føres langs den ydre Cirkel i positiv 
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Retning. Da disse Integraler ikke føres over den hele 
Begrænsning, kunne de ikke som ved Taylors Formel 
udtrykkes ved de afledede Funktioner. 

Vi have tilbage at føre Integralet langs den lille 
Cirkel; da vi derved stadig have 



t — h\>\z — h\, 
maa vi her benytte en anden Rækkeudvikling; vi sætte 

z-t t-h\^t — b^{t — by^'") 

og faa derved en Række 

A(<-*)-*+A(«-*)-'+A(^- «•)-*+ • • • , (8) 



idet 



^'=2^-S^^-^^'^(')'^^' ^^) 



hvor, idet vi have forandret Fortegnet, Integralet er at 
tage i positiv Retning om Punktet b. Er der flere Dis- 
kontinuitetspunkter , vil ethvert af disse medføre en ny 
Række, analog med den sidste. 

Hvis Punktet h er en Pol, vil, som det snart vil 
blive vist, {z — byf{z) for en vis Værdi af p og alle 
større Værdier ikke blive uendelig i Punktet 6, og de 
tilsvarende Integraler ville blive Nul. Den til b svarende 
Række bliver saaledes endelig. Er b et væsentligt singu- 
lært Punkt, bliver Rækken altid uendelig. 

Er Funktionen entydig og kontinuert i en Cirkelring, 
hvor Nulpunktet er de to Cirklers fælles Centrum, faar 
man, ved at gaa frem som ovenfor, Funktionen for alle 
Punkter i Cirkelringen udtrykt ved en Række, der kan 
strække sig i det uendelige til begge Sider med negative 
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Og positive, hele, voksende Eksponenter. Det er denne 
Række, der kaldes Laurents Række*. 



FOURIERS RÆKKE. 

76. En Funktion, der er entydig og kontinuert i 
hele Planen og har Perioden w, kan udvikles i en i hele 

Planen konvergent Række, der gaar frem efter Potenser 

+ — z 
af e 

Sættes nemlig 

bliver Funktionen, tagen som Funktion af ^, entydig. 
Naar It faar Tilvæksten 2;r«, vil nemlig z faa Tilvæksten 
(S) og f(z) blive uforandret. Da Z ^ for ^ = O er uende- 
lig, bliver dette Punkt et singulært Punkt for Funktionen 
og maa udelukkes. Man kan nu benytte Laurents Ud- 
vikling, (hvor den ydre Cirkel har en meget stor Radius) 
og faar for f(z) 

. . . + \t-^ + \ir^ -f a + a,J^ + a^f-\-a/^ . . ., 

der faar den i Sætningen angivne Form, naar t udtrykkes 
ved z. Da z kun bliver uendelig for ^ = O og for ^ = cx>, 
vil Rækken gælde for alle andre Værdier af z. 

Dersom f{z) ikke tilfredsstiller Periodicitetsbetingelsen, 
kan man dog danne Rækkeudviklingen, men da Funk- 
tionen, tagen som Funktion af ^, ikke bliver entydig, 
vil den faa singulære Punkter, og den ydre Grænsecirkel 



Comptes rendus. T. 17. 
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vil kun kunne strække sig til det nærmeste af disse. 
Gyldighedsomraadet for Rækken i z faa vi ved at af- 
bilde Girkelringen paa ;^-Planen. 
Nu følger af Ligningen 

^ = a (cos ^ -|- ** sm ^) = ^ , 

at man har, idet o} tænkes reel og positiv 

a = e ; y = — 2^^«' 

der viser, at Girkelringen afbildes som den Del af Planen, 
der ligger over en ret Linie, parallel med de reelle Tals 
Akse. (Smlgn. Eks. 3 Pg. 156). 

BURMANNS Oa LAGRANaES RÆKKER. 

77. Vi søge at udvikle en given Funktion f{t) i en 
Række, der gaar frem efter Potenser af en anden given 
Funktion <p{t)', om begge Funktioner forudsætte vi, at 
de ere entydige og kontinuerte i et vist enkelt sammen- 
hængende Areal, Om Funktionen ^ forudsætte vi yder- 
ligere, at den ikke for to til Arealet hørende Punkter har 
samme Værdi og, at dens afledede ikke for noget af 
Arealets Punkter kan blive Nul. Under disse Forudsæt- 
ninger betragte vi Integralet 



s 






hvor z gennemløber Arealets Begrænsning i positiv Ret- 
ning, medens t er et vilkaarligt af Arealets Punkter. 

Brøken er entydig og kan kun blive uendelig for 
z = t^ der er den eneste Værdi af z, der gør Nævneren 
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til Nul. Den samme Værdi gør imidlertid ogsaa Tælleren 
til Nul. Vi maa da finde Brøkens sande Værdi og finde 
for denne f{t) : y'(<), der- ifølge vor ene Forudsætning er 
endelig. Brøken er saaledes overalt i Arealet entydig og 
kontinuert, og deraf følger, at Integralets Værdi er Nul. 
Vi have da 

mÅ—A?— — C_/M^^ 

Det første Integral kan let bestenmies; man har 
nemlig 

1 _ 2 — t 1 

y{z)^^{t) ~ fp(z) — fp{tyz^t' 

der viser, at det til t hørende Residu er den første Brøk 
paa højre Side for 2 = ^ eller 1 : f\t). Man har saa- 
ledes 

'^^^ - ^ni)ip{z)-ip{ty ^^"' 

gældende for alle Arealets Punkter. 

Vi antage nu yderligere, at Arealets Randkurve er 
valgt saaledes, at man for alle dens Punkter har |^(^)| = Z, 
hvor I er en Konstant, der er saa stor, som den kan 
blive, naar Arealet skal tilfredsstille de stillede Betingelser. 
For Punkter inden for Randkurven forudsætte vi \<p{z) \ < L 
Da <p{z) ikke kan være Nul, kan der ikke være noget 
andet Minimum end Nul for |y>(2)|. Man overser let 
Forholdet, naar man tænker sig den søgte Række dannet 
af Maclaurins Række for en Funktion ^(w), idet man 
sætter w = ^ {t). Konvergensgebetet i ^-Planen vil da være 
Afbildningen af Konvergenscirklen i w-Planen ; er Cirklens 
Radius Z, vil den afbildes som en Kurve, paa hvilken overalt 
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f>{t)\ = L Enhver Cirkel, koncentrisk med Konvergens- 
cirklen, vil afbildes som en Kurve, paa hvilken |^(0I 
overalt er lig Cirklens Radius. 

Idet vi nu udvikle 

1 

efter Potenser af den for alle Arealet« Punkter ægte 
Brøk 

ip{z) 

og integrere den konvergente Række Led for Led, faa vi 

m = iB (^1+ ^«^(^) + ^3?'(^> +•••)' (1 ^) 

hvor 

f{z)dz 



a, = 5^ 



<f{z) 



(12) 



Lad a være det Punkt, der svarer til Cirklens Cen- 
trum, saa at ip{a) = 0. 
Funktionen 

M. 

<pP{z) 

bliver kun uendelig i dette Punkt; antage vi, at det 
dertil svarende Residu er />, have vi ap = ^nirp og 
(Burmanns Formel) 

m = <p'{t) K+ r,<p{t) + r. f\t) + ...], (13) 

der ogsaa kan skrives 

F{t) = \mdt = Æ + r,<p{t) + \ r, <p\t) + i r,<p\f) + . . ., (14) 

hvor k er en Konstant. 
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Formlen indbefatter Lagranges Omvendingsformel ; 
har man nemlig u = (p{t)^ kan man udvikle t efter 
Potenser af (p{t) eller af w. 

Residuerne kunne skrives som Differentialkvotienter; 
idet Nævneren bliver p Gange Nul i Punktet a, har man 
nemlig 



hvor <p er en Funktion, der er endelig for ø = a, og 
a . . . ;- ere visse Konstanter, medens Tælleren i den første 
Brøk netop er Residuet. 

Dersom vi nu multiplicere med {z — ay og derpaa 
differentiere p — 1 Gange med Hensyn til z , faa vi et 
Udtryk af Formen 

{p - 1)1 rp + {z-a)K, 

hvor K er en Funktion, der er endelig for z = a. Det 
sidste Led falder derfor bort, hvis vi sætte z = a, og 
vi have saaledes 

Eks. 1. Vi sætte f){z) = z {z — a). |^(^)| = Æ 
bestemmer en Kurve, som er geometrisk Sted for de 
Punkter, hvis Afstande fra Punkterne O og a have Pro- 
duktet k. Denne Kurve er en Gassinis Ellipse, som for 
k = O reduceres til Brændpunkterne O og a; for smaa 
Værdier af k bestaar Kurven af to lukkede Grene, hver 
indeholdende sit af de to Brændpunkter; for k = ||a|^ 
bliver Kurven en Lemniskat. Ethvert af dennes Blade 
tilfredsstiller de til Arealet stillede Betingelser. 
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Til hver Værdi af ^{z) svare to Punkter z^ men 
disse ligge symmetrisk med Hensyn til Dobbeltpunktet 
og kunne derfor ikke falde i samme Blad. Større 
Værdier af k end den, der bestemmer Lemniskaten, 
kunne ikke benyttes, da Kurven for saadanne Værdier 
af k kun bestaar af een lukket Gren, og denne vilde inde- 
slutte begge de sammenhørende Punkter z. Da nu for 
Lemniskaten f\z) kun bliver Nul i Dobbeltpunktet, faar 
man , hvis f{z) er en i Bladene entydig og kontinuert 
Funktion, 

f{z) = (2z-a){r^+r^ziz^a) + r^z\z--ar-^...), 

gældende for det ene eller for det andet Blad, eftersom 
Residueme ere tagne for det ene eller det andet Brænd- 
punkt. 

Eks. 2. u = z e~\ z søges udviklet i Række efter 
Potenser af u. 

Vi have, idet til t« = O svarer 2; = O, og idet vi 
sætte F{z) = z, f{z) = 1, 

hvor Vp er Residuet for 



(^ er-'Y 



z\p-\-i 






+ ... 



Residuet er Koefficienten til det Led, hvis Nævner 
er <2?, altsaa 

{p + \y 



p\ 



Vi fmde saaledes 



, 2 , , 3* . , , (i' + ly ^, , 



12 
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Eks. 3. Det Keplerske Problem gaar ud paa af Lig- 
ningen 

nt = z — ^sin^; 

at udvikle z efter Potenser af 

z — nt 

e = —. ; 

sin z 

vi have f{z) = F(z) =1; a = nt, 

(/> — 1) ! rp = ^^^3j (sin^^), = „, . 

z = ntA^es\i\nt-\-\^sm^nt-\-^e^{^isiri^nt---^mnt) 
|g'(2sin4w<-sin2w0+3^e*(125sin5n^-81sin3w^-h2sinn^) 

ENDELIGE RÆKKERS SUMMATION. 
78. Vi ville undersøge Integralet 

hvor (p(z) er en i et vist Areal entydig og kontinuert 
Funktion, og Integralet er at tage i positiv Retning langs 
Arealets Begrænsning. Brøken har Poler i de Punkter, 
hvor Nævneren er Nul, det vil sige for alle hele Tal. 
Skrive vi Brøken som 

z — n f {z) 



^2niz__ j z — n' 

vil den første Brøk for z = n faa Værdien -^ — ;, naar 

n er et helt Tal. Det til Punktet n hørende Residu er 

1 
saaledes -^z — .(pin). 
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Nu er Integralets Værdi Summen af de Residuer, 
der høre til de i Arealet liggende Poler, multipliceret 
med 2;r/. Hvis Arealet indeholder Polerne 1, % 3 . . . w, 
faa vi derfor 

^(1) + ^(2) 4- f (3) . . . ^ <pin) = I. (17) 

Hvis f{z) ikke er kontinuert, men har Poler i Arealet, 
blive de til disse svarende Led at tilføje. 

Særlig ville vi tænke os Arealet begrænset af et 
Rektangel, hvis ene Par parallele Sider ere vinkelrette 
paa de reelle Tals Akse og skære den i Punkterne x 
og x^ {^i<i^^i medens de to andre parallele Sider ligge 
i uendelig Afstand fra Aksen. Paa den nederste af dem 
QY f&Ttiz_i uendelig og Brøken derfor Nul, dersom vi 
forudsætte, at (p{z) paa den omtalte Side er enten ende- 
lig eller tiendelig af lavere Orden end Nævneren. Paa 
den Del af Rektanglets Perimeter, der ligger over de 
reelle Tals Akse, omskrive vi Integralet til 



SS?ft'^-S.w^- 



For det sidste Integral kan Vejen sammentrækkes 
til den rette Linie fra x^ til x^ forudsat, at ^{z) ikke 
har Poler, som derved passeres; for det første Integral 
er Funktionen under Integraltegnet Nul paa den uendelig 
fjerne Side, idet vi for denne forudsætte 

Vi kunne saaledes under de nævnte Forudsætninger 
ved Integrationen langs Rektanglets Sider udelade de to 
ueadelig fjerne Sider. 

12* 
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Vi have nu det givne Integral omski-evet til 




(z) dz + i 



—60 t/n 



t/o «/» 

Vi forudsætte nu, at x^ og x^ ere hele Tal^ saa at 

I det andet og tredje Integral ombyttes y med — y, og 
man har 




100 



_1 M e«'fs'— 1 



(^)^-+ »A ^^,^'~g'" - A ^^^'~^'"^/" 




1 00 



, . , [<^A-iy)dy _ Afi^ÆMÉy 



der sammentrækkes til 




'" .«. 



Her er imidlertid et Punkt, der kræver en nærmere 
Undersøgelse. Vi have forudsat, at x^ er et helt Tal, 
men dette er ikke tilladeligt paa de reelle Tals Akse, 
da alle hele Tal ere Poler. Vi ville om Polen x^ be- 
skrive en uendelig lille Cirkel med Radius a ; Funktionen 
under Integraltegnet har i (16) paa denne Værdien 

2 nia (cos O ^i sin 0) ' 
idet vi bortkaste uendelig smaa Led af højere Orden. 
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Integralet paa Cirklen ses derved at blive propor- 
tionalt med den gennemløbne Bue, og vi kunne derfor 
antage, at det har en Værdi a, naar vi bøje af og 
gennemløbe Halvcirklen tilvenstre, og Værdien — «, hvis 
vi afvige tilhøjre. Antage vi, at x^—x^<,\, vil Rektanglet 
i det første Tilfælde indeholde den ene Pol ar^, medens 
det ikke indeholder nogen Pol i det andet Tilfælde. Er 
K Integralets Værdi paa hele Rektanglets Perimeter med 
Undtagelse af det Stykke, der er erstattet af en Halvcirkel, 
maa man saaledes have K-\- a = ^(^J og ÆT — « = O, 
altsaa K = if{oo^). 

Det omformede Integral, der stemmer med det givne 
paa hele Rektanglets Perimeter undtagen i Nærheden af 
Polen, maa da give Værdien K -\- ^^ hvor p er Værdien 
af Integralet paa den lille Cirkels Diameter. Det om- 
formede Integral har imidlertid ingen Pol i x^^ saa at 
/? = 0. Lignende Betragtninger gælde for Punktet x„ 
og vi se saaledes, at det første og sidste Led i Rækken 
blive at multiplicere med \, Altsaa: 

Hvis x^ og x^ ere hele Tal, har man 



hvis (p(z) er entydig og kontinuert for alle endelige z, 
hvis reelle Del ligger mellem x^ og x^, og hvis, dersom den 
i dette Interval bliver uendelig for uendelig voksende 
imaginær Del, den da bliver det saaledes, at lim ^^'(p{z) = 

for positive y og lim -^^ ^ , = O for negative y. 
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Man kan tillægge det sidste Integral i (18) en geo- 
metrisk Betydning; det første Integral er lig det af Ab- 
scisseaksen, Kurven 

y = <p{^) 

og Ordinaterne til x^ og x^ begrænsede Areal, medens 
Summen paa venstre Side udtrykker de ved Dannelsen 
af en bekendt Tilnærmelsesformel for Arealet anvendte 
indskrevne Trapezers Arealsum. Forskellen mellem disse 
to Arealer dannes af en Række Segmenter, og det er 
disses Arealsum, der udtrykkes ved det sidste Integral. 

79. Man har nu 



-jW{x-\-iy) — ip{x — iy) 



'2 
'1 



og, ifølge en Sætning i Integralregningen, 



+ 






^'A Lv A <^y = ^2»-l, 



hvor B, = |, JS3 = h^ B, = ^; B, = 1, 5. = ±; 

Al = ^^ ^18 = T' ^15 = W o- ^-v- ere de Bernoul- 
liske Tal. Man faar derved (Maclaurins Summations- 
formel) 

= \p{z)dz + ^ if'ix,) -f'ix;,)- 4 (p"'(a:,) -f"'(x,)) +... (19) 



Sar, 
'l 



Herved er imidlertid at mærke, at vi have brugt 
den Taylorske Formel til Udvikling af f{x-{- ty) og 
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^{x — iy) , Og disse Udviklinger give kun konvergente 
Rækker, hvis en Cirkel om x som Centrum og med y 
til Radius ligger helt i det Omraade, hvori ^(z) er en- 
tydig og kontinuert. Er dette ikke Tilfældet, maa man 
i Rækkeudviklingen tage et endeligt Antal Led og til- 
føje Restleddet. Vi ville for Simpelheds Skyld antage, 
at ^{z) kun har et singulært Punkt i z = 0, og at a;^ = 1. 
De Led, der hidrøre fra x^^ kunne trækkes sammen til 
en Konstant, der, naar den almindelige Formel for et 
vilkaarligt x^ er dannet, kan bestemmes ved Indsættelse 
af specielle Værdier for x^ og direkte Summation. Sætte 
vi n for x^, have vi saaledes 

=- C+,Mn)-^Lz)dz + \^^ (20) 



Vi ville nu anvende Taylors Formel, idet vi dog 
kun tage de første Led og derpaa danne Restleddet; 
man har, idet er en ægte Brøk, 



jW{n + iy) — f^{n — iy) 



-ry 

i^^'{n)+f"{n) '1 - ,p"\n + diy) ^ jdy 



= ^f'{n)-Af'\n^eiy)if'dy. 





Vi ville her antt^e, at \f"'{n-\-Øiy)\ for alle reelle 
Værdier af y ikke overstiger en vis Størrelse m. Det sidste 
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Integral har da en Modulus, der er mindre end ^myl 
Indsætte vi det fundne Resultat i Integralet ovenfor, faa 
vi da 

^(l) + ^(2)...+^(n) 

hvor er en positiv eller negativ ægte Brøk. 

Eks. 1. ^(n) = ni Vi anvende her bedst (18) 
og faa 

1,1., In* l\,l/8 A\ I41I31I2 

Eks. 2. 5*(«) = ^; f'{n)==-~; p"'(M) = — A; 

m = —.', altsaa 
n 

(Fejlen mindre end j^^,). 

C er den saakaldte Eulerske Konstant ; den bestemmes 

ved virkelig Summation af Rækken for en stor Værdi 

af n og Sammenligning med Formlen; man har derved 

fundet 

C = 0,57721566490153 . . . 

1 24 

Eks. 3. c'(n) = -s. m = —T, Man faar 

l+^ + ^---+^,= 1,644934... -i + ^.-A.. 
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2 
Eks. 4. f{n) = In; m = —^, Man faar 

;(1.2.3...n) = C,+ nZn-n + i/n + ^; 

(' • "*-> 860 n»j' 

Man kan her faa en nøjagtig Bestemmelse af Kon- 
stanten. Man har nemlig (Wallis Formel): 

TT _ 2 -2.4-4... 2g . 2g 
2 ~ 1.3.3.5... (22— 1){22+1) 

""" 23+1 11. 3. ..(23-1); ""22+1 \(22)!; 
eller 

i]/|= lim(23Z2 + 2Z2!-Z(22)!-^Z(23+l)) 

= lim [2? ^2 + 2 (C.+ jZj - ? + ^ ; 3) - (C.+ 2 ?/ (23) 
-22 + 4/(22))-^^(23+l)], 

idet de mod Nul konvergerende Led ere udeladte; man 
faar heraf 

^l/j= C.+ lim(/3-^i2j(2? + l)) = C-l^; 

C. = i/(2;r). 

Formlen bliver saaledes 
/(1.2.3...«)=iz(2;r) + (n + ^)^«-»+j^^. 

80. Vi have forudsat, at ^{z) er kontinuert i Inter- 
vallet mellem de to Paralleler; er dette ikke Tilfældet, 
maa vi ogsaa tage Hensyn til de fra ^{z) hidrørende 
Poler. Antag f. Eks. 
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samt x^ = 0^ x^ = co^ t vilkaarlig. Restintegralet falder 
bort, da Funktionen under Integraltegnet bliver Nul 
baade for ip^ = O og for x^ = oo. Man faar da først 

hidrørende fra Polerne 0, 1 , 2 . . . Af de to Poler -[- 1 
ligger den ene i vort Areal; lad det være t; det til- 
svarende Residu er 

— 1 

saa at vi herfra faa Leddet 

. 2 

Paa den anden Side af Lighedstegnet have vi 

00 



L+t-z-tr' 



)z + t 



Vi faa her Resultatet {^p-\- \)7:i^ men Spørgs- 
maalet er, hvilken af Værdierne, vi skulle benytte ; dette 
findes, idet (2jp-l-l);r er den Tilvækst, som Brøkens 
Ai-gument faar, idet z gaar reelt fra O til oo. Nu er 
Argumentet Vinklen fra ^ — Mil ^ + ^, og denne Vinkel 
vokser fra — n til O, hvis t ligger under de reelle Tals 
Akse. Vi faa da ni som Integralets Værdi. Ligger t 
derimod over de reelle Tals Akse, faa vi — tt/, men 
maa hertil addere 2;^^, da Integralets retlinede Vej er 
fremkommen ved en Sammendragning af en Kurve, der 
under denne Sammendragning passerer Punktet t. Vi 
faa saaledes i alle Tilfælde 
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Idet vi multiplicere med dt og integrere, faa vi den tid- 
ligere omtalte Eulerske Formel (Pg. 165) 

hvor Konstanten er bestemt ved at sætte ^ = i og be- 
nytte Wallis Udtryk for ^ . 
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NULPUNKTER OG POLER. 

81. Lad os antage, at vi have et Punkt a, i hvis 
Omegn Funktionen f{z) er entydig og kontinuert. Funk- 
tionen kan da udvikles i en for et vist Omraade gældende 
Række efter Potenser dX z — a. Hvis nu a er et Nul- 
punkt, saa at f{a) = O, da kan Rækken skrives 

f{z) = {z-a){f{a) + \r{a){z-a)-\-.,,). 

Nu kan det imidlertid træffe sig, at ogsaa f{a), 
f\a) . . . /t*- »)(a) ere Nul. Rækken bliver da 

f{z) = (^-a)*(^/^*)(a) + ^-^^/T*+i)(a)(^-«)+...j. (1) 

Idet vi forudsætte, at f^\a) ikke er Nul, sige vi, at 
Funktionen bliver k Gange Nul i Punktet a eller, at a 
er et Nulpunkt af Ordnen k, k maa nødvendigvis være 
et endeligt Tal, thi dersom alle de afledede bleve Nul, 
vilde man have f{z) = O i hele Konvergensomraadet, og 
vi skulle straks vise, at dette ikke kan være Tilfældet, 
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med mindre Funktionen i hele Planen er en Konstant 
med Værdien Nul. 

Lad nu a være en Pol, der ikke tillige er Forgrenings- 
punkt; Funktionens reciproke Værdi skal da i a have 
et Nulpunkt og være entydig og kontinuert i Omegnen 
af a. Er a Nulpunkt k Gange, maa man altsaa have 

_= i^z — aYip{z), 

hvor (p{z) hverken bliver Nul eller uendelig i a og er 

entydig og kontinuert i Omegnen af a; det samme maa 

da gælde om den reciproke Værdi af f{z\ og vi kunne 

sætte 

1 

hvor A^ ikke er Nul; heraf følger 

Vi sige om Punktet a, at Funktionen i det bliver 
k Gange uendelig^ eller at a er en Pol af Ordnen k. 
En Funktion kan saaledes i en Pol kun blive et endeligt 
Antal Gange uendelig, og i Rækkeudviklingen fra Polen 
kan, naar denne ikke er Forgreningspunkt , kun fore- 
komme hele Eksponenter, af hvilke den mindste er — k. 
Forekommer der i en Funktions Rækkeudvikling fra a 
uendelig store, negative Exponenter, maa a være et 
væsentligt singulært Punkt. 

Dersom a er et Forgreningspunkt, i hvilket p Blade 
ere sammenhængende, kan man indføre en ny uafhængig 
ved Substitutionen 

z^a = {$—ay. 
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I f- Planen vil Funktionen da blive entydig i Om- 
egnen af a, og man kan danne Rækkeudviklinger med 
hele Eksponenter efter Potenser af $ — a, som derpaa 

erstattes ved (z — a)p , Det til k svarende Tal bliver da 

k k 

her - . Man plejer at sige, at Funktionen bliver — Gange 

Nul eller uendelig i hvert af de p Blade og derfor k 
Gange Nul eller uendelig i Punktet a. 

Vi have her forudsat, at den Riemannske Flade 
kun har de ^^ i a sammenhængende Blade; er der flere 
Blade, vil der til Punktet a høre flere Rækkeudviklinger, 
af hvilke enhver bestemmer et Sæt Funktionsværdier, 
som kredsforskydes, naar z beskriver en tilsyneladende 
lukket Kurve om a i de til Rækken svarende sammen- 
hængende Blade. 

82. Vi fandt for en entydig Funktion, der bliver k 
Gange Nul i a, 

f(z) = {z^ay{A^ + A,{z^a)+...), 

medens vi, hvis a er Pol af Ordnen A:, faa 

f(z) = (^ - a)-*(A+ 5, (^-a) +...), 

hvor i begge Tilfælde Rækken i Parentesen hverken 
bliver Nul eller uendelig i Punktet a. Ved Differentiation 
af disse Ligninger se vi Rigtigheden af følgende Sætning: 

Hvis en entydig Funktion bliver k Gange Nul i et 
Punkt a, vil dens afledede blive k — 1 Gange Nul i samme 
Punkt; er Funktionen k Gange uendelig, bliver dens af- 
ledede k-\-l Gange uendelig. Hvor Funktionen er ende- 
lig, er den afledede det ogsaa. 

Lad nu f{z) være entydig i et vist enkelt sammen- 
hængende Areal, som ikke indeholder væsentlig singu- 
lære Punkter. Vi ville da undersøge 
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\dlf{z), 

taget i positiv Retning langs Arealets Begrænsning. Da 
lf{z) kun er uendelig, hvor f{z) har Nulpunkter og 
Poler, vil Integralets Værdi være Summen af de Værdier, 
som vi faa ved at integrere langs smaa Cirkler om disse 
Punkter. Er nu a et Nulpunkt, da er 

f{z) = {z — af(p{z), 
altsaa 

lf{z) = kl{z — (i)^l^{z); 

det sidste Led er kontinuert i a; vi faa derfor blot 

k[dl(z — a) = k[-^ = ^Tzik, 
J ^ ^ jz — a 

Er a en Pol, bliver Forskellen blot, at vi faa — '^Inik, 
Er n det Antal Gange, Funktionen bliver Nul i hele 
Arealet, minus det Antal Gange, den bliver uendelig, 
vil derfor Integralets Værdi være 'Znin, 

Sætningen gælder ogsaa om flertydige Funktioner; 

er a Nulpunkt eller Pol og tillige et Forgreningspunkt, i 

k 
hvilket p Blade hænge sammen , faar man ovenfor — 

i Stedet for i, men Integralet maa da, for at gennem- 
løbe en virkelig lukket Kurve, føres p Gange om Punktet, 
saa at det endelige Resultat bliver uforandret. 

En Funktion siges at blive uendelig i et vist Punkt 
2yaa samme Maade som en anden Funktion, dersom de 
to Funktioners Forskel er endelig i Punktet; den nød- 
vendige og tilstrækkelige Betingelse herfor er, at de Dele 
af de to Funktioners Rækkeudviklinger fra Punktet, der 
indeholde Led med negative Eksponenter, ere identiske. 
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De ovenstaaende Udviklinger gælde ogsaa for a = oo ; 

vi maa blot, som tidligere vist, erindre, at ^ — a skal 

1 
ombyttes med - . Er Funktionen k Gange Nul eller 

uendelig i Punktet, faa vi derfor henholdsvis 

f{z) = ^-*K+A^-^+^.^-'+-..) 

eller 

Den sidste Række vil gælde for hele Planen, dersom 
Funktionen kun har den ene Pol oo. Da Funktionen 
ikke maa blive uendelig for ^ = O, maa 5*4.1 og alle 
følgende Koefficienter være Nul, og man har 

Vi have saaledes bevist følgende Sætning: 

En Funktion, der i hele Planen er entydig og ende- 
lig, og som i Punktet 00 har en Pol af Ordnen k, er en 
rational, hel Funktion af Graden k; er k = O, saa at 
Funktionen ikke kan blive uendelig paa hele Kuglen, maa 
den være konstant. 

Kan Funktionens Modulus i hele Planen ikke over- 
stige en vis endelig Størrelse, vil det samme gælde for 
hele Kuglen, og Funktionen er en Konstant. 

Har Funktionen ingen væsentlig singulære Punkter, 
men et endeligt Antal Poler a^, a^ . . . a«, der henholdsvis 
ere af Ordnerne 4^ , k^ i„ , vil man ved Multiplika- 
tion med 

(z — a J*i {z — aj^'a ... (^ — a„)*n 

faa en Funktion, der er kontinuert i hele Planen. Er 
den nu tillige k Gange uendelig i Punktet 00, vil den 
være et Polynomium af Graden k. Altsaa: 
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En entydig Funktion, som paa hele Kuglen kun 
har Poler, er en rational Funktion, 

Vi behøve ikke her at tilføje, at Polerne skulle være 
tilstede i endeligt Antal ; er der nemlig uendelig mange 
Poler, og dele vi Kuglefladen i et endeligt Antal Dele, 
maa der, hvor stort end Antallet er, idetmindste i en 
af Delene ligge uendelig mange Poler; der maa altsaa 
være Punkter, i hvis umiddelbare Nærhed, der ligger 
uendelig mange Poler, men saadanne Punkter ere 
væsentlig singulære Punkter. Saaledes har sn^ to Poler 
i hvert Periodeparallelogram ; der er her i Planen uende- 
lig mange vel adskilte Poler, og det væsentlig singulære 
Punkt træder ikke tydeligt frem. Ved Overgang til 
Kuglen ville derimod Polerne samle sig uendelig tæt om 
Punktet Qc, der er Funktionens eneste væsentlig singu- 
lære Punkt. 

Vi have tidligere bevist, at en rational Funktion 
paa hele Kuglen bliver lige mange Gange Nul og uende- 
lig. Dette følger ogsaa let af den ovenfor beviste Sæt- 
ning om \^dlf{z). Taget langs en lille Cirkel, der ikke 
indeslutter noget af Funktionens Nulpunkter eller Poler, 
er Integralet Nul. Denne Cirkel begrænser imidlertid 
ogsaa den øvrige Del af Kuglefladen, og denne indeholder 
alle Nulpunkterne og Polerne; for denne Del er altsaa 
den Differens, vi betegnede ved n, lig Nul, og derved ud- 
trykkes netop den nævnte Sætning. 

84. En Funktion , der paa en n - bladet Riemannsk 
Kugleflade ikke har andre singulære Punkter end For- 
grenings'punkter og Poler, er en algebraisk Funktion, 
bestemt ved en Ligning af nte Grad med rationale Koef- 
ficienter, 

Lad for en vilkaarlig ikke singulær Værdi af z Funk- 
is 
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tionens Værdier i de n Blade være w,, w^ . . . Wn , og lad 
os betragte Udtrykket 

hvor s er et Bogstav, der betegner en ikke nærmere 
bestemt Størrelse. Lade vi z beskrive en vilkaarlig, til- 
syneladende lukket Vej, ville de forskellige Værdier u 
ombyttes indbyrdes, men S vil paa Grund af Symmetrien 
beholde sin Værdi. S kan kun blive uendelig i Funk- 
tionens Poler og i dem kun et endeligt Antal Gange. 
S er saaledes entydig paa hele Kuglen og har ingen 
væsentlig singulære Punkter. Ifølge 83 maa S da være 
en rational Funktion af z; ordner man denne efter 
Bogstavet 5, faar man et Udtryk, der er af wte Grad i 
s, og hvis Koefficienter ere rationale Funktioner af z. 
Derved er Sætningen bevist, thi S = bestemmer netop 
Funktionens n Værdier. 

Vi kunne let finde den Faktor, vi maa multiplicere 
med for at bringe Ligningen paa hel Form; er nemlig 
a en Pol af Ordnen a for ii^, vil 

(s — li^) {z — a)^ 

blive endelig i Punktet a; er b Pol af Ordnen /9 og til- 
lige Forgreningspunkt for u^, u^ - -- Up^ vil 

{s — u^ (s — 11^) . . .{s — Up) {z — b)^ 

blive endelig i Punktet b. Vi se deraf, at vi, ved at 
multiplicere S med et passende ved Polerne bestemt 
Udtryk af Formen {z — a)^{z — b)^,.., faa et nyt Poly- 
nomium , der ikke bliver uendeligt i . nogen af Polerne, 
og som derfor maa have Koefficienter, der ere hele 
Funktioner af z. 
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85. En Funktion f som er konstant paa et nok saa 
lille endeligt Kurvestykke^ der er beliggende inden for 
Begrænsningen af et Areal y i hvilket Funktionen er en- 
tydig og kontinuert^ har overalt den samme konstante 
Værdi, 

Vi kunne nemlig udvikle Funktionen i ei> i en vis 
Cirkel gældende Potensrække fra et af Kurvens Punkter ; 
Kurven er tilstrækkelig til Bestemmelse af alle Differential- 
kvotienterne , og disse blive alle Nul, da Funktionen er 
konstant paa Kurven. Rækken reduceres saaledes til 
sit konstante Led, og Funktionen er derfor konstant i 
hele Cirklen. Fra denne kan den nu udvides ved ny 
Potensrækker, og da disse alle reduceres til deres kon- 
stante Led, faar Funktionen den konstante Værdi saa 
langt, som Udvidelsen kan føres. Denne kan ikke føre 
hen til et Forgreningspunkt , thi i Nærheden af et saa- 
dant skal Funktionen have flere Værdier; den kan heller 
ikke føre hen til en Pol eller et væsentlig singulært 
Punkt, thi i Nærheden af saadanne skal Funktionens 
Værdi være henholdsvis saa stor, som man vil eller 
ubestemt. Derimod kan det synes muligt, at Udvidelsen 
kan standses af en lukket Kurve, som ikke kan over- 
skrides. Vi have i Virkeligheden truffet dette Tilfælde 
ved det Cauchyske Integral, der fik Værdien Nul uden 
for Randkurven. Nu have vi imidlertid fastslaaet vort 
Funktionsbegreb saaledes, at en i et vist Areal defineret 
monogen Funktion altid skal tænkes udvidet saa meget, 
som det overhovedet kan gøres uden Brud paa Mono- 
geniteten (enkelte Punkter undtagne), ligegyldigt ved 
hvilke Midler Udvidelsen sker. Man behøver, som tid- 
ligere omtalt, ikke engang at tænke sig, at Udvidelsen 
sker ved Rækker eller Integraler eller andre analytiske 

13* 
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Midler. Naar saaledes Cauchys Integral har defineret 
os en Funktion som konstant uden for Arealets Begræns- 
ning, kunne vi selv give Funktionen den samme kon- 
stante Værdi i den øvrige Del af Planen, og vi have 
derved udvidet den til hele Planen uden at gøre Brud 
paa Monogeniteten. Sammentrække vi Arealets Rand- 
kurve, faa vi den samme Udvidelse. Vi maa derfor sige, 
at Cauchys Integral definerer to forskellige Funktioner, 
een uden for og een inden for Randkurven. Af disse 
kan den første udvides til hele Planen, medens dette ikke 
behøver at være Tilfældet med den sidste. 

86. Dersom to Funktioner stemme overens paa et 
nok saa lilleø endeligt Kiirvestykke , der er beliggende 
inden for Begrænsningen af et Areal, i hvilket de begge 
ere entydige og kontinuerte, ere Funktionerne identiske. 

Differensen mellem de to Funktioner har Værdien 
Nul paa det lille Kurvestykke og derfor i ethvert Areal, 
til hvilket begge Funktioner kunne udvides. Det er 
umuligt, at den ene kan udvides til et vist Areal og den 
anden ikke, thi i dette Tilfælde vilde den førstes Ud- 
videlse ogsaa gælde for den anden. Sætningen gælder 
derfor i et Areal, i hvilke begge Funktioner ere definerede, 
og uden for hvilket ingen af dem har Betydning. 

Om denne af Riemann opstillede Sætning kan man 
sige, at den danner Grundlaget for hele Funktionsteorien, 
da det kun er den, der viser Muligheden af et skarpt 
begrænset Funktionsbegreb. Den viser, at en Funktion 
kun behøver at være defineret for et nok saa lille Kurve- 
stykke for derved at være fuldkommen bestemt. 

87. I den positive Halvplan tænke vi os et Areal 
Tj, til hvis Begrænsning et Stykke I af de reelle Tals 
Akse hører. En Funktion tv = f{z) tænkes defineret 
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som kontinuert og entydig i Arealet og paa dets Be- 
grænsning, idet dens Værdier paa / ere reelle. 

Lad Tg være det Areal, der er symmetrisk med T^ 
med Hensyn til Aksen. Lade vi til konjugerede Værdier 
af z svare konjugerede Funktionsværdier, faa vi bestemt 
en i Tjj entydig og kontinuert Funktion. Om denne har 
Schwarz bevist y at den danner Fortsættelsen af f(z) ud 
over L (Udvidelse ved Spejling). 

For at vise dette betragte vi Udtrykket 



9 



mit — z 



hvor Integralet er at tage positivt langs Randen af det 
samlede Areal T^-\- T^, og (p{t) betegner Randværdierne 
af f{z) i den positive Halvplan, de konjugerede Værdier 
i den negative Halvplan. Udtrykket definerer, som man 
let ser, en i Arealet T^-^ T^ monogen, entydig og konti- 
nuert Funktion. Om denne kunne vi vise, at den i T^ 
falder sammen med it\ og derved er Sætningen bevist. 

Vi kunne nemlig dele Integralet i to andre, af hvilke 
det ene føres positivt om T^, det andet positivt om T^; 
derved gennemløbes nemlig Z, paa hvilken Linie de to 
Funktioner have de samme Værdier, to Gange i mod- 
satte Retninger. Er z et Punkt i 7^, faar ifølge Gau- 
chys Sætning det første Integral Værdien f{z), medens 
det andet, da z ligger uden for 1\, bliver Nul. Summen 
af de to Integraler er saaledes f\z). 

88. Vi kunne udvide Begrebet Spejling, idet vi 
underkaste Planen en eller anden konform Afbildning; 
derved afbildes de reelle Tals Akse som en vis Kurve, og 
Billederne af to konjugerede Punkter kaldes da hin- 
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andens Spejlbilleder med Hensyn til denne Kurve. Særlig 
Interesse har det Tilfælde, hvor Planen afbildes ved en 
lineær Ændring. Aksen afbildes herved som en Cirkel ; 
er z et Punkt i Planen, vil det konjugerede Punkt be- 
stemmes som Skæringspunkt for to Cirkler, der gaa 
gennem z og skære Aksen under rette V^inkler. Da 
Cirkler afbildes som Cirkler, og Vinkler blive uforandrede, 
kan den samme Konstruktion anvendes paa Billedet. 
Som den ene Cirkel kan man benytte Radius gennem 
Punktet; da den anden maa røre Radius til et af dens 
Skæringspunkter med Aksens Billede, bliver dette Bille- 
des Radius Mellemproportional mellem dets Centrums 
Afstande til de to Punkter, der ere hinandens Spejl- 
billeder. Dette Resultat kan udtales saaledes: 

iY Punkts Spejlbillede med Hensyn til en Cirkel 
findes ved en Inversjon, for hvilken Cirklens Centrum er 
Inversjonscentrum , og som ikke flytter noget af Cirkel- 
periferiens Punkter, 

89. Er f(z) en i hele Planen entydig og kontinuert 
Funktion, og have Ligningerne f(z) = a og f(z) = b, 
hvor a og b ere to endelige Størrelser, ingen endelige 
Rødder, da er f(z) konstant (Picard). 

For at bevise denne Sætning maa vi forudskikke 
nogle Bemærkninger om de elliptiske Modulfunktioner, 
som senere ville blive omtalte. 

Ved det første elliptiske Integral er Forholdet K'\K 
en uendeligtydig Funktion af A:% som vi ville betegne 
ved M{k^). Funktionen har kun Forgreningspunkter i 
i^ = O, 1 og Qc og vil derfor være entydig og kontinuert 
inden for enhver lukket Kurve, der ikke indeholder et 
af Punkterne O og 1. Funktionen vil endvidere for 
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hvilke som helst Værdier af F kun kunne antage Værdier, 
hvis reelle Del er positiv. 
Sætte vi nu 

vil <p{z) være entydig og kontinuert i hele Planen og 
ikke kunne antage Værdierne O og 1. Funktionen M{^(z)) 
vil derfor være en Funktion, der er entydig og kontinuert 
i hele Planen, og som kun kan antage Værdier, hvis 
reelle Del er positiv. Funktionen e-'*'(^(*0 vil da ogsaa 
være entydig og kontinuert i hele Planen og have Vær- 
dier, hvis Modulus ikke kan overstige Værdien 1. En 
saadan Funktion er imidlertid en Konstant (8^), og dette 
er kun muligt, naar f(z) er en Konstant. 

Picard har udvidet sin Sætning til følgende, hvis 
Bevis vi maa forbigaa, da det forudsætter nærmere 
Kendskab til Modulfunktionernes Teori: 

Dersom under de anførte Betingelser de to Ligninger 
f(z) = aog f(z) = b kun have et endeligt Antal ende- 
lige Løsninger, er f(z) en hel, rational Funktion"^, 

90. Tegne vi om et væsentlig singulært Punkt som 
Centrum en Cirkel, vil Funktionen inden for Cirkelperi- 
ferien antage alle mulige Værdier, hvor lille end Cirklens 
Radius er. 

Lad f{z) være en hel, transcendent Funktion, saa at 
Punktet æ er det eneste singulære Punkt. Ifølge Pieards 
Sætninger har Ligningen f{z) = a for enhver Værdi af 
a, maaske med Undtagelse af een, uendelig mange Rødder. 
Vi have bevist, at dette medfører, at Røddernes Moduler 
maa vokse over enhver Grænse; der maa derfor altid 
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findes Rødder og tilmed uendelig mange inden for den 
lille Cirkels Periferi. For selve den Undtagelsesværdi af 
rt, der muligvis findes, blive alle Rødderne uendelige. 
Funktionen antager saaledes inden for Cirkelperiferien 
alle Værdier og det tilmed uendelig mange Gange. 

Vi have bevist, at enhver Funktion kan udtrykkes 
paa en for hele Planen gyldig Maade ved en Sum af 
Rækker; er a et væsentlig singulært Punkt, vil en af 

Rækkerne gaa frem efter Potenser af , og hvis vi 

ville undersøge Punktet «, kunne vi nøjes med at be- 

tragte denne Række, da den øvrige Del af Funktionen 

for = a antager en eller anden konstant Værdi. Nu 

repræsenterer Rækken en hel transcendent Funktion af 
1 

, og Funktionen vil derfor antage alle mulige 

z — (i J 

Værdier i Nærheden af = (x eller i Nærheden af 

z — a 

z = a. 

91. Er f(t) = A-\- iB, da kunne de reelle Funk- 
tioner A og B ikke have noget Maksimum eller Minimum 
i et Areal, i hvilket f(t) er entydig og kontinuert. 

Sætter man nemlig i det Cauchyske Integral 

z — t = r (cos f -\-i sin (p) , 

hvor r er konstant, da faar man, idet f{t + r (cos (p-\-i sin <f)) 
= u-\- iv , 






^ = c. 



der vise, at for ethvert Punkt t i Arealet er A Middel- 
værdien af de Værdier , som den reelle Del af f{z) an- 
tager paa en Cirkel med t som Centrum. Vi kunne 
tænke os denne Cirkels Radius uendelig lille og se da. 
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at A ikke kan være større end eller mindre end alle 

den reelle Dels Værdier i Nabopunkterne. En lignende 

Betragtning gælder for B. 

Heraf følger, at Funktionerne A og B, hvis de ikke 

ere konstante, ikke kunne have deres største eller mindste 

Værdi i et af Arealets indre Punkter; disse Værdier 

maa derfor findes paa Arealets Begrænsning. Har en 

af Funktionerne paa hele Begrænsningen en bestemt 

konstant Værdi, maa den derfor have den samme Værdi 

i hele Arealet. At denne Sætning maa benyttes med 

1 2; 

Forsigtighed viser Funktionen , , der giver 

I -\- 2; 

_ l-(a^+.y') . 

her er ^ = paa hele Periferien af Cirklen x^-\-y^= 1 
undtagen i Punktet ( — 1, 0), hvor Værdien er ubestemt. 

ANALYTISKE FUNKTIONER. 

92. Vi have i det foregaaende fulgt den væsentlig 
af Gauchy og Riemann grundlagte Vej i Funktions- 
teorien. Vi have derved dannet os et Funktionsbegreb 
som, om det end stemmer med de i Analysen alminde- 
ligt behandlede Funktioner, dog er uafhængigt af ethvert 
analytisk Udtryk. Vi kunne, som tidligere nævnt, tænke 
os, at vi i et lille Areal paa en eller anden Maade mærke 
ethvert Punkt Zi med en tilsvarende Værdi ^t; derved vil 
i Reglen ikke være bestemt nogen monogen Funktion; 
men dersom Værdierne ^ ere saadanne, at 

9 — ^i 

Z — Zi 
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faar samme Værdi, hvorledes end Zi nærmer sig til z, 
da er en Funktion derved fuldstændig bestemt med alle 
sine Fprgreningspunkter , Poler og væsentlig singulære 
Punkter. Om en saadan Funktion have vi bevist, at 
den fra ethvert ikke singulært Punkt kan udvikles i en 
Potensrække med hele Eksponenter, som gælder inden 
for en vis Cirkelperiferi. 

Weierstrass gaar den modsatte Vej; han be- 
gynder med Potensrækken som Definition for en Funk- 
tion inden for Konvergenscirklen. Han kalder Funktionen 
analytisk og Rækken et Ftmktionselement, Ved Tilføjelse 
af ny Rækker udvides Funktionen saa meget som muligt 
(Funktionens analytiske Fortsættelse). Funktionens Kon- 
tinuitetsomraade (Stetigkeitsbereich) indbefatter alle de 
Punkter, fra hvilke den kan udvikles i en i Punktets 
Omegn gældende Potensrække. Funktionens Kontinuitets- 
omraade begrænses af de singulære Punkter, der kunne 
forekomme enkeltvis eller danne lukkede Kurver. Da, 
som vi have bevist, en Potensrække definerer en mono- 
gen Funktion, og enhver monogen Funktion kan ud- 
vikles i en Potensrække fra ethvert ikke singulært Punkt, 
falde Begreberne monogen og analytisk sammen. 

93. Medens en Funktions Udvidelse ved Potens- 
rækker i teoretisk Henseende er tilstrækkelig, vil dog i 
specielle Tilfælde andre Udvidelsesmetoder oftest være 
bekvemmere, og Riemanns Sætning, at en for et vist 
Areal defineret Funktion kun har een Fortsættelse , en 
Sætning, der atter er en umiddelbar Følge af det Gau- 
chyske Integral, maa derfor altid blive en af Funktions- 
teoriens Hovedsætninger. Vi ville som Anvendelse give 
det lovede Bevis for Schwarz' Sætning om Funktioner, 
der have Additionsteoremer. 
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Betegner n som tidligere det Abelske Integral, taget 
til Punket (z, s), kunne vi sætte 

s == ^(w); z = (p{u), 

hvor (p(u) og ([j{u) ere Potensrækker, der i alt Fald ere 
gældende for Punkter w, der ligge inden for en Cirkel- 
periferi med Centrum i Nulpunktet og en vis Radius a. 
Vi kunne nu ved Hjælp af Additionsteoremet udtrykke 
<p{^u) og ^(2m) rationalt ved (p{u) og ^(w). Nu have 
vi bevist, at man kan udtrykke Sum og Produkt af to 
Rækker, der ere ubetinget konvei^ente i en vis Cirkel, 
som Rækker, der ere ubetinget konvergente i samme 
Cirkel; vi kunne med andre Ord udtrykke (p{2u) og ^(2w) 
som Brøker, hvis Tællere og Nævnere ere Potensrækker, 
der gaa frem efter Potenser af u og ere konvergente i 
Cirklen med Radius a. Sætte vi nu overalt \ti for w, 
faa vi Udtryk for (p{u) og ^(w), nemlig som Brøker, hvis 
Tællere og Nævnere ere Potensrækker, hvis Konvergens- 
cirkel har Radius 2«. Idet vi fortsætte paa samme 
Maade, faa vi 5 og ^ som Funktioner af w, definerede 
entydig i hele Planen, men dette er kun muligt, naar 
Integralet u er taget paa en Kurve af Slægten O eller 
1 (47). Udvidelsen er, som man ser, her udført ikke 
direkte ved ny Potensrækker, men ved Brøker, hvis 
Tællere og Nævnere ere saadanne Rækker. 

Som et andet Eksempel kunne vi tage Funktionen 
r{z). Den defineres som bekendt i Almindelighed ved 



/IOC 

r{z) = Jr 



men denne Definition giver kun Mening, naar den reelle 
Del af z er positiv. 
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Sætter man derimod med Gauss 



Hz) = lim—, , (n = oo) 

«(.-9(.^i)...(.+i) 



faar man r{z) defineret som en i hele Planen entydig 

Funktion. At den for den reelle Del af z positiv falder 

sammen med Integralet ovenfor findes let, naar man i 

Formlen 

1.2.3 ... n 



\x'-^{l — xYdx 



z(z + l),..{z^fi) 



erstatter x ved — og lader n vokse i det uendelige. 
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KAPITEL X. 

HELE TRANSGENDENTE FUNKTIONER. 



FUNKTIONERS BESTEMMELSE VED DERES NULPUNKTER 

OG SINGULÆRE PUNKTER. 

94. Vi ville nu gaa ind paa en nærmere Under- 
søgelse af hele transcendente Funktioner; om disse vide 
vi, at de have et væsentlig singulært Punkt i Punktet 
oo , og at de fra et vilkaarligt Punkt af Planen kunne 
udvikles i Potensrækker, der ere ubetinget konvergente 
for alle endelige Værdier af z. Er w = f{z) Funktionen, 
bliver z som Funktion af u (x>-tydig. Dette følger af 
Picards Sætning, ifølge hvilken Ligningen f(z) = u kun 
for højst een endelig Værdi af u kan have et endeligt 
Antal Løsninger. Funktionen z har altsaa en Riemannsk 
Flade med uendelig mange Blade, og disse afbildes paa 
;^-Planen, saa at denne netop overdækkes een Gang. 

Hele transcendente Funktioner give ved Addition 
eller Multiplikation atter hele, i Almindelighed transcen- 
dente. Funktioner. Ved Divisjon bliver Kvotienten en 
Funktion, der har Poler, hvor Divisor har Nulpunkter, 
hvis et saadant Nulpunkt ikke tillige er Nulpunkt af 
samme eller højere Orden for Dividenden. Er dette 
imidlertid Tilfældet med alle Divisors Nulpunkter, bliver 
Kvotienten en hel transcendent Funktion, og vi ville sige, 
at Divisjonen gaar op. 
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95. En hel, rational Funktion er paa en konstant 
Faktor nær bestemt ved sine Nulpunkter ; vi ville under- 
søge, om der gælder en analog Sætning om hele trans- 
cendente Funktioner. Om Nulpunkterne vide vi, at de 
ere af en endelig Orden, og at de kun kunne hobe sig 
sammen saaledes, at der falder uendelig mange i et 
endeligt Areal, i Punktet oo. Idet vi betegne dem ved 
a^ , a^ ... antage vi , at de ere ordnede efter deres Mo- 
dulers Størrelse, saa at la«! vokser i det uendelige med 
n. Vi ville for Simpelheds Skyld antage, at de alle ere 
af Ordnen 1, idet de andre Tilfælde kunne betragtes som 
Grænsetilfælde. 

Vi have nu, idet den givne Funktion er f{z)^ og 
fj{z) er en Funktion, der ogsaa er hel transcendent og 
ikke bliver Nul for z = a^, men for a^, a^ . . .', 

f{z) = {z-a,)az), 
hvoraf 

fjz) _ 1 . gz) 

f{z) z-a, ■ fP) 
Og, idet vi fortsætte paa samme Maade, 

A?)__L_._L_^ iJ^^fM (u 

hvor fn{z) er en hel, transcendent Funktion, der har de 
samme Nulpunkter som f{z) undtagen a^, a^ ... a„. 

Spørgsmaalet er nu, om vi i den fundne Formel 
kunne lade n vokse i det uendelige. Det er klart, at 
dette ikke kan lade sig gøre, hvis den uendelige Række 
af Brøker bliver divergent; vi ville derfor foreløbig for- 
udsætte, at den bliver ubetinget konvergent for alle 
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endelige z. Betingelsen herfor er, at ^ 
gent; man har nemlig 



an 



er konver- 



1 

z — a„ 




1 


1 

1 ' 



a 



n 



hvor den sidste Faktor nærmer sig til 1, ås. \z\ for til- 
strækkelig store n er forsvindende mod |a«|. 

Man tør nu ikke slutte, at Rækkens Konvergens maa 
medføre, at Restleddet konvergerer mod Nul, men kun, 
at det konvergerer mod en i hele Planen endelig Funk- 
tion. Det gaar her som ved rationale Brøkers Dekom- 
position, hvor den hele Del af Brøken ikke har nogen 
Indflydelse paa de ved Dekompositionen fremkomne 
Brøkers Tællere. 

Vi kunne imidlertid danne Formlen ovenfor paa en 
saadan Maade, at vi faa Midler til Undersøgelse af Rest- 
leddet. Vi kunne nemlig anvende Gauchys Integral, som 
det blev vist ved Udviklingen af Laurents Række. Idet 
vi udelukke de n Poler a^, a^ ... «„, faa vi n Rækker, 
der her imidlertid hver kun bestaar af eet Led; vi faa 
saaledes de n Brøker og se, at Restleddet bestemmes 
ved det Cauchyske Integral taget langs en Cirkel, som 
omslutter de n Poler. Hvis dette Integral nærmer sig 
til Nul med voksende n, falder Restleddet bort. 

Lad os f. Eks. betragte f{z) = sin nz^ hvis Nul- 
punkter ere alle hele Tal; vi faa da 



TT COt TTZ =^ 



- + -- 



1 



"T ,_i_i ~r . 



1 



1 



s + 1 ' s-2 ' 5+2 



+ • 
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hvor Rækken er konvergent, og vi da skulle undersøge 

Restleddet 

1 f cot nx j 

-\ dx . 

^Iti X — z 

Vi behøve kun at betragte smaa Værdier af 2?, da 
Funktionen derved er tilstrækkelig bestemt, og da \x\ 
skal vokse i det uendelige, kan Leddet z udelades. 
Sætte vi a: = a (cos 6 -\-i sin 6) , faa vi 

dx:x = idO; coIttx = ^-y -. . = t— ,^^ . ^ —z. 



hvor m er en Størrelse, der varierer med ff, men har 
Modulus 1. Vi se heraf, at cot ttx paa en uendelig stor 
Cirkel har Værdien — i paa den øverste og -\- i paa den 
nederste Halvcirkel. Integralerne langs disse to Halv- 
cirkler ville derfor hæve hinanden. For sin tf = O er 
Værdien ubestemt, men endelig, da vi kunne forudsætte, 
at Cirklen ikke gaar gennem nogen Pol. Disse Værdier 
ere derfor uden Betydning for Integralet, som saaledes 
nærmer sig til Nul, naar a vokser i det uendelige. 

Idet vi ovenfor betragtede det logaritmiske Diflferen- 
tial af en hel, transcendent Funktion, fik vi alle Residu- 
erne lig 1. Vore Bemærkninger gælde imidlertid ogsaa 
for andre entydige Funktioner med uendelig mange Poler, 
kun at man da kan faa hvilke som helst Residuer. 

Saaledes har 

2^ 
cosec z = ^,--_T. 

Poler i Punkterne pTz, hvor p betyder alle hele Tal. 
For z = /• (cos tf -U e sin tf) vokser e*^ i det uendelige 
med r for sin tf negativ, men aftager mod Nul for sin 6^ 
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positiv. Med e-*' forholder det sig omvendt, cosec z 
vil derfor aftage mod Nul for alle Værdier af ff, undtagen 
naar sin ff = 0. Da saaledes Integralet paa den uendelig 
store Cirkel er Nul, har man gældende for hele Planen, 
idet to og to Brøker trækkes sammen, 

_ 1 2^ 2^ ^ 2^ 

cosec z — -\- 2 jj /o _\2 ^ I 



Det kunde se ud, som om vi her vare komne til et 
Resultat, der strider mod den tidligere nævnte Sætning, 
at en Funktion i Nærheden af et væsentlig singulært 
Punkt antager alle Værdier, thi naar z fjerner sig i det 
uendelige paa de reelle Tals Akse, faar cosec z kun reelle 
Værdier. Vi maa imidlertid erindre, at vi for z = x-\-iy 
ikke alene faa sin é^ = O for y = O , men ogsaa for y 
endelig og x uendelig; lade vi z fjerne sig i det uende- 
lige paa alle derved bestemte Maader, faa vi i Virkelig- 
heden alle Værdier. 

96. Vi vende nu tilbage til vor Udvikling af '^^ . 

Dersom Restleddet konvergerer til Nul, faa vi, idet vi 
multiplicere med dz^ integrere og gaa over til Tallet, 

rt.) = c(.-£)(i-±)(<-l)..., (S) 

hvor C er en Konstant, og Produktet fortsættes i det 
uendelige. Det er i Almindelighed betinget konvergent, 
da vi have forudsat, at Nulpunkterne ere ordnede efter 
Størrelsen af deres Moduler. 

Hvis Restleddet i (1) nærmer sig til en Funktion ^—7^ , 

maa <p{z) være uden Nulpunkter og Funktionen saaledes 
være holoniorf i hele Planen ; den kan da fremstilles ved 

14 
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en i hele Planen gyldig Potensrække, hvis Koefficienterne 
i denne nærme sig til bestemte, endelige Størrelser. 
Rækken af Brøker maa i dette Tilfælde være konvergent, 
og man faar 

A.) = e."o(l_^)(,_l)..., (3) 

hvor (p{z) er en hel transcendent Funktion. 

Anderledes forholder det sig, hvis Koefficienterne 
vokse i det uendelige; i dette Tilfælde maa Rækken af 
Brøker være divei^ent; og omvendt, hvis Brøkrækken er 
divergent, maa ip vokse med n i det uendelige. I dette 
Tilfælde maa man foretage Delingen i Række og Restled 
paa en anden Maade. 

Vi ville f. Eks. betragte r(z); af Gauss' Definition 
følger for /* = oo 

r{z) ~z ' z-^\ ' ^ + 2^'" ■ z-^n 

Her er Rækken divergent og Restleddet /n, der 
maa hidrøre fra Integrationen paa Cirklen med Radius w, 
vokser med n i det uendelige; nu er imidlertid, idet C 
er den Eulerske Konstant, 



11 1 

In = l-L4--Li-...4--— C, 
' 2 '3 n ' 



og man kan derfor sætte 

r{z) '^ z^\z^\. )^\z-\-'i i) 



^ \z-\~n n) 
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hvorved der er dannet en konvergent Række og et 
endeligt Restled; man faar deraf 



' =./-ff(l+i).-^. (4) 



^r( 



Faktorer af den her forekommende Form eller mere 
almindeligt af Formen 

hvor i/f er en hel transcendent Funktion af z^ der inde- 
holder a som Parameter, kaldes af Weierstrass primære 
Faktorer; enhver saadan bestemmer, sat lig Nul, kun 
det ene Nulpunkt «, da den eksponentielle Faktor ikke 
kan blive Nul. 

Hvis en hel transcendent Funktion vides at have 
Nulpunkterne a^, a^, . . . , men forøvrigt ikke er bekendt, 
kunne vi søge dens almindelige Form. 

Dersom 5^ — er konvergent, bliver i (1) Rækken 

^■" (ifi 

af Brøker ubetinget konvergent. Restleddet maa da for 
Yoksende n nærme sig til det logaritmiske Differential af 
en hel transcendent Funktion uden Nulpunkter. 

Da dennes Logaritme ikke kan blive uendelig i hele 
Planen og derfor maa være en hel transcendent Funktion, 
faa vi, naar denne betegnes ved G{z), ved Integration 

A^) = «'"^>/7(l-|^), (5) 

der saaledes angiver den søgte Funktions for hele Planen 
gældende almindelige Form. 

14« 
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97. Hvis Rækken 5 ' — 1 i^^ er konvergent , vil 
man i Almindelighed kunne danne en konvei"gent Række 

hvor p er et vist positivt , helt Tal , som vi antage er 
det mindste, for hvilket den ny Række er konvergent. 
Rækken 

vil da være ubetinget konvergent, thi 



zP 



^ <(^~a„) ^ 



1 '1 anZP 



^+1 , z — a, 



hvor den sidste Faktor, da z er endelig, for voksende n 
nærmer sig til z^ . 
Nu er identisk 

zP \ \ z zP~^ 



og vi faa derfor en ubetinget konvergent Række, naar 

1 
vi til hver af Brøkerne føje Polynomiet 

Z "~~~ t»n 



1 . z . z^ 



-1 



an a^ "' ' aP ' 

" n n 



Og dette maa medføre, at Restleddet nærmer sig til en 
endelig Funktion. Sætte vi 

Z . Z . Z^ , Z ^ V 

«» 2a„ 3a„ pa^ 
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faa vi ved Integration 

f{z) = e nyX — ^y- . (6) 

Hvis gn{z) er af Graden p og G{z) ikke af højere 
Grad, siger Laguerre om Funktionen, at den er af 

Genren p. Her forudsættes dog, at Produktet er ube- 

sin "^ z 
tinget konvergent. Saaledes er — — som Funktion af 

TZZ 

£^ af Genren O, men som Funktion af z af Genren 1. 

•I 

(Se Udtrykket foran for -jr-.^) 



ENTYDIGE FUNKTIONER MED SINGULÆRE PUNKTER I PLANEN. 

98. Lad os nu tænke os, at vor entydige Funktion 
ikke er hel transcendent, men har et endeligt eller 
uendeligt Antal af Poler; i det første Tilfælde vide vi, 
at vi kun behøve at multiplicere med et vist helt Poly- 
nomium for at faa en hel transcendent Funktion. Vi 
ville derfor holde os til det Tilfælde, at der er uendelig 
mange Poler. 

Udviklingen bliver i dette Tilfælde ikke væsentlig 
forskellig fra den, vi benyttede ved Betragtning af Nul- 
punkterne. Forskellen bliver blot, at der til en simpel 
Pol i f{z) i Funktionens logaritmisk afledede vil svare 
Residuet —1. Betegnes Polerne ved 6^, b^ , . ., Nul- 
punkterne som før ved a^ , a^ . . . , faa vi derfor 

hvor kn er analog med (/„. 
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99. Mittag-Leffler har vist, hvorledes den fundne 
Formel, som skyldes Weierstrass, kan udvides til det 
Tilfælde, hvor den entydige Funktion har væsentlig 
singulære Punkter. Ere de singulære Punkter c^, c^, ^3 . . ., 
have vi ved Hjælp af Cauchys Integral fundet 

hvor (r, (?j, G^, , , betegne Potensrækker, der ere gyldige i 
hele Planen, og, G undtagen, ikke indeholde noget konstant 
Led. Nogle af Punkterne c kunne specielt tænkes at 
være Poler, og de tilsvarende Rækker have da et endeligt 
Antal Led. Er Antallet af singulære Punkter endeligt, eller 
er det uendeligt, men saaledes, at Rækken G^-{-G^-\- ,., 
er konvergent, maa G{z) for en i det uendelige voksende Inte- 
grationscirkel konvergere til en endelig og bestemt Grænse- 
funktion. Dette er derimod ikke Tilfældet, hvis Rækken 
^1 + ^2 + • • • ^^ divergent. Det gælder da om ligesom 
ovenfor til Leddene G^, G^ , . . dX føje saadanne Dele af 
(r, at begge Rækker blive konvergente for alle endelige z. 
Vi antage om Punkterne c, at de i Planen ligge adskilte 
fra hinanden ved endelige Afstande, og at de ere ordnede 
efter deres Modulers Størrelse. 

Lad os nu betragte Rækken (r„ j j . Den er i 

sin givne Form gyldig for hele Planen, men ændre vi 
den til en Potensrække, der gaar frem efter Potenser af ^, 
vil denne kun være gyldig for |2;| < |c„|. Da Rækken 
er ligelig konvergent inden for Konvergenscirklen, kunne 
vi, naar e« betegner en vilkaarligt valgt, lille, positiv 
Størrelse, medtage saa mange Led af Rækken, at Resten 
for ethvert i Konvergenscirklens Areal liggende z har en 
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Modulus, der er mindre end e„. Den afskaarne endelige 
Del af Rækken er et Polynomium, som vi betegne vedP„. 
Er Nulpunktet et singulært Punkt, kunne vi for dets 
Vedkommende udvikle fra et andet Punkt. 
Vi danne nu Rækken 



I h i^h) -'■' 



og ville om den bevise, at den er konvergent for enhver 
endelig Værdi af z, naar Størrelserne s ere valgte saa- 
ledes, at de danne en konvergent Række. 

Da Størrelserne c„ have Moduler, der vokse med w 
i det uendelige, maa vi for ethvert endeligt z kunne 
finde et Tal n saaledes, at for dette og alle større n 
I c„ I > 1 2^ I . Den Del af Rækken , der svarer til mindre 
Værdier af n, kunne vi ved Konvergensundersøgelsen se 
bort fra, da den bestaar af et endeligt Antal Led, og de 
i de enkelte Led forekommende Rækker G ere konver- 
gente i hele Planen, undtagen for det singulære Punkt, 
hvortil de høre. Den tilbageværende, uendelige Del af 
Rækken er imidlertid konvergent, da dens Led have 
Moduler, der ere mindre end de tilsvarende positive 
Størrelser £, som ifølge vor Forudsætning danne en 
konvergent Række. 

Vi vide nu, at f{z) — Gnl I ikke har noget sin- 
gulært Punkt i Punktet c„; det samme gælder da om 

f{z) — G„i ) + ^n? daP„ er et endeligt Polynomium. 

Vi se deraf, at 



m-:sm^y^-^) 



ikke har andre singulære Punkter end Punktet oc og 
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derfor maa være en hel transcendent Funktion. Betegnes 
denne ved G{z), have vi da 

m = G{z) +2((?.(_J_)_ P,). (8) 

Denne Formel indbefatter som specielt Tilfælde det, 
hvor alle de singulære Punkter ere Poler; i dette Tilfælde 
blive, som vi have set, alle Polynomierne af Graden p, 
hvis 

Cn 



2 



er konvergent. Dette behøver ikke at være Tilfældet 
for noget endeligt p; saaledes er Rækken 



j^ (In 



{I ny 

divergent for alle Værdier af p, idet man har 

71—1 



Sn > 



(Iny ' 



der vokser med w i det uendelige. 
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KAPITEL XL 

DE RIEMANNSKE EKSISTENSTEOREMER. 



FUNKTIONERS BESTEMMELSE VED GRÆNSEBETINGELSER. 

100. Dersom f{2) = u-\-iv er en Funktion , der 
er entydig og kontinuert i en vis Del af Planen, gælder 
det samme for de reelle Funktioner w og i;; det gælder 
tillige for f{z) (73) og derfor ogsaa for de partielle afledede 
af u og t?, der tillige tilfredsstille Diflferentialligningerne 

Til Differentialligningen A = O føres man i den 
matematiske Fysik ved Bestemmelsen af stationære Til- 
stande for Varme, Elektricitet o. s. v., og saadanne reelle 
Funktioner, der tilfredsstille (1), kaldes der Potentialer. 

Kurvesystemerne u = c o% v = c kaldes henholdsvis 

OU S V 
Niveaukurver off Strømkurver. Af Ligningerne ^r- ^ ^r- ; 
dv du ^ ^ dx dy 

-K- = — ^ følger, at de to Systemer skære hinanden 

under rette Vinkler*. Potentialerne kunne bestemmes 



* Klein: Uber Riemanns Theorie der algeb. Funct. und ihrer 
Integrale. 
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nærmere ved, at deres Værdier paa Arealets Begrænsning 
ere givne. Her ligger da det Spørgsmaal nær, om disse 
Randværdier kunne vælges vilkaarligt, og vi ville derfor 
stille os følgende Opgave: 

For Punkterne af et enkelt sammenhængende, plant 
Areals Begrænsning er der opgivet en kojitinuert Række 
af vilkaarligt valgte, reelle og endelige Værdier, Man 
skal bestemme et for alle Arealets Punkter entydigt og 
kontinuert Potential, der, naar man nærmer sig til et 
Grænsepunkt, nærmer sig til den til dette Punkt svarende 
Værdi, 

Hvis Opgaven overhovedet kan løses, har den kun 
een Løsning, thi havde den to Løsninger, vilde deres 
Differens være et entydigt og kontinuert Potential, som 
paa hele Begrænsningen havde Værdien Nul, og vi have 
i 91 bevist, at dette medfører, at Værdien er Nul i hele 
Arealet. 

101. Vi ville først vise, at Opgaven fuldstændig kan 
løses, naar Arealet er begrænset af Cirklen x^ -\-y^ = r*. 

Lad z = X -\- iy være et vilkaarligt af Arealets 
Punkter , medens z^ = x^ + iy^ er et af Periferiens 
Punkter, ds er et Bueelement af Cirkelperiferien, og k 
er den tilsvarende opgivne, reelle Værdi. Betegnes ved 
i?, w den reelle Del af w^ har man 

hvor iZ, idet x og y ere de variable, er et Potential, der er 
entydigt og kontinuert, saalænge {x, y) ligger inden for 
Cirkelperiferien. Det samme gælder da om Funktionen 



^ — \Rkds, 
2 Ttr i ' 



(2) 
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hvor k og ds svare til Punktet (x^, //J, og dette ved 
Integrationen skal gennemløbe hele Cirkelperiferien. 

For at bevise, at P er den søgte Funktion, have vi 
blot tilbage at søge den Værdi, som P nærmer sig til, 
naar {x^ y) nærmer sig til et af Periferiens Punkter {x^^ y^. 

For at opnaa dette bemærke vi, at Tælleren i R 
netop er den numeriske Værdi af Potensen af Punktet 
(ic, y) med Hensyn til Cirklen; heraf følger, at R er 
Forholdet mellem de to Stykker af en Korde gennem 
(^0' 2/0) ^^ (^» y)' Trække vi gennem (a:, y) to Korder, 
der mellem sig afskære Bueelementet ds, vil man da have 

Rds = ds' , 

hvor ds' er det andet mellem de to Korder afskaame 
Bueelement. Ombytte vi overalt de to til ds og ds' 
svarende Værdier, og ligger Punktet (x, y) uendelig nær 
ved (iTj, yj med Værdien A:^, da ville Værdierne afvige 
uendelig lidt fra k^ paa hele Periferien undtagen i det 
ved (a^j, y^ liggende Bueelement, paa hvilket alle de til 
den øvrige Del af Cirkelperiferien svarende Værdier blive 
pressede sammen; da dette Element er uden Betydning 
for Integralet, faa vi saaledes for den søgte Værdi 



2;rrJ 



ds = k.. 



Gøre Værdierne i Punktet (x^, y^) et endeligt Spring 
fra k^ til Ar^, og trække vi fra Punktet en Korde, der i 
Punktet rører den Kurve, langs hvilken Punktet {x, y) 
nærmer sig, vil Korden dele Periferien i to Buer b^ og b^, 
til hvis Punkter svare henholdsvis k^ og k^\ Potentialet 
vil da nærme sig til Værdien 
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en Værdi, der altid ligger mellem k^ og k^, naar vi ikke 
nænne os langs en Kurve, der rører Cirklen i {x^, yj. 
Som Eksempel kunne vi betragte Potentialet 



arc 



tg^-!s (4) 



X — x^ 



der er kontinuert langs Randen undtagen i Punktet 
(a?j, yj, hvor det gør Springet n; nærme vi os indenfra 
til Punktet, bliver Grænseværdien lig den Vinkel, som 
den foran nævnte Tangent danner med Abscisseaksen, 
et Resultat, der let ses at stemme med (3). 

Funktionen (4) kan benyttes ved enhver Randkurve 
til at bortfjerne Spring i den givne Værdirække, naar 
Springene blot ere endelige og kun findes i et endeligt 
Antal; man behøver nemlig blot fra den søgte Funktion 
at subtrahere de til Diskontinuitetspunkterne svarende 
Funktioner (4), multiplicerede med passende Konstanter 
for at reducere Opgaven til en anden, hvor der ikke er 
Spring i de givne Værdier. Vi forudsætte dog, at to 
konsekutive Bueelementer i et Punkt, hvor Randværdierne 
gøre et Spring, danne Vinklen tt. Hvorledes Forholdet 
bliver, naar dette ikke er Tilfældet, vil blive vist senere. 

Da man af et Potential w, paa et konstant Led nær, 
kan bestemme et andet Potential v saaledes , at w -|- ^^ 
er en monogen Funktion, kan man ogsaa udtale den 
beviste Sætning saaledes: 

Ma7i kan bestemme een og kun een Funktion saaledes, 
at den er entydig og kontinuert i en given Cirkel, medens 
dens reelle Del har vilkaarligt givne, kontinuerte Rand- 



I 

i 
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værdier, og dens imaginære Del i et givet, indre Punkt 
har en given Værdi. 

At Funktionen v er entydig følger af, at dens afledede 
ere entydige og kontinuerte i hele Cirklen. (Se Sætningen 
Pg. 48). 

Vi kunne ogsaa bestemme Funktionen for den uden 
for Cirkelperiferien liggende Del af Planen, men de to 
Funktioner ville i Reglen ikke danne hinandens analytiske 
Fortsættelser, da Monogeniteten i Almindelighed hører op 
paa Periferien. 

Formlen (2) viser, at Potentialets Værdi i Centrum, 
hvor man har Æ = 1, er Middelværdien af Værdierne 
paa den givne eller en dermed koncentrisk Cirkel. 

102. Vi vende nu tilbage til den almindelige Opgave; 
vi have altsaa i ^f-Planen et enkelt sammenhængende 
Areal, for hvis Begrænsning der er givet en vilkaarlig 
Række Værdier, der ere kontinuerte eller gøre et endeligt 
Antal endelige Spring. Vi antage, at Arealet kan afbildes 
paa en Cirkel saaledes, at Afbildningen for alle indre 
Punkter er konform, medens Randkurverne svare til 
hinanden Punkt for Punkt. Sker Afbildningen ved Funk- 
tionen c = <p{^)i niaa (p{z) og <p'{z) for alle inden for 
Arealets Rand liggende Punkter være kontinuerte og 
entydige, idet tillige (p'{z) ikke i noget af disse Punkter 
kan blive Nul. Idet de givne Randværdier føres over 
fra Kurvens Punkter til Cirkelperiferiens tilsvarende 
Punkter, kunne vi bestemme en Funktion 

hvis reelle Del paa Cirkelperiferien har de givne Rand- 
værdier, og som i et vilkaarligt .valgt , indre Punkt har 
en given imaginær Del. w taget som Funktion af z vil 
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da løse Opgaven for det givne Areal, thi hvis z beskriver 
en lukket Kurve i dette, vil f beskrive en lukket Kurve 
i Cirklens Areal, og dette medfører, at ic er en entydig 
og kontinuert Funktion af z; denne faar tillige paa 
Randen de givne Værdier og faar i et indre Punkt, der 
kan være valgt vilkaarligt, den givne imaginære Del. 

Er Opgaven stillet i den første Form, saa at det er 
Potentialet, vi søge, have vi dette i den fundne Funktions 
reelle Del. 

Vi have allerede i 77 set, at et Blad af Lemniskaten 
kan afbildes konformt paa en Cirkel; nogle andre Eks- 
empler skulle her anføres efter Schwarz. 

En Halvplan afbildes paa en Cirkel ved enhver 
brudden lineær Funktion. 

En Skrueflade med p Blade og Forgreningspunktet 
i z^ afbildes, hvis dens Randpunkter have samme Afstand 
fra z^^ paa en Cirkelflade ved Funktionen 

w = {z^z^)J, 

En Cirkelbuetokant, hvis Vinkler ved z^ og z^ ere a;r, 
afbildes paa en Halvplan ved Funktionen 



w 



i Z — Z\^ 



Herhen hører et Cirkelsegment og specielt en Halvcirkel. 
Dele vi Tokanten i to Dele ved en Cirkelbue, der 
er vinkelret paa de to Sider, vil Funktionen afbilde den 
ene Del som en Halvcirkel, hvis Diameter er en Del af 
Halvplanens Begrænsning; den anden Del afbildes som 
den uden for Halvcirklen liggende Del af Halvplanen. 
Herhen hører en Cirkelsektor. 
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En Girkelbuetrekant har to rette Vinkler og i z^ en 
Spids, hvis Tangent bestemmes ved 

hvor t gennemløber positive Værdier. Den afbildes ved 

pani __ & 

C = ' w = e 

^ — ^0 

paa en Girkelsektor. 

En Parabel har sit Brændpunkt \ z = 0^ sit Top- 
punkt 1^=1. 

Ved Funktionerne 

- 2 

^' = ^^{\^Vz) og w = -^—\ 

yz 

afbildes henholdsvis det indre og det ydre Areal paa 
en Cirkel. 

En Ellipse har Halvakserne a og & liggende paa 
Koordinatakserne og a* — b^ = 1; det indre og det ydre 
Areal afbildes paa en Cirkel henholdsvis af Funktionerne 

2Jf 

tv 



sm am I — arc sm z\\ 



a — bV -fr ^_1/^_1 

— — _ ] = e ^ = q og w = r — . 

a-\-b) :/ & a — b 

I det første Tilfælde bestemmes k^ af q ved en 
Formel, som senere udledes. 

Særlig ville vi mærke os et Tilfælde, som vi senere 
faa Brug for. 

En Vinkel n kan, som vi straks ville faa at se, af- 
bildes paa en Vinkel a;r, hvor vi dog ville forudsætte, 
at 2 > a > 0. 
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Have vi nu en Randkurve, hvor de givne Rand- 
værdier i et af Punkterne gøre et Spring fra \ til Ar^, 
medens samtidig de konsekutive Bueelementer danne 
Vinklen an, kunne vi ved konform Afbildning ændre 
denne Vinkel til n\ nærme vi os nu indenfra til Punktet, 
gælder den tidligere fundne Formel (3) , naar Vinkler 
indføres i Stedet for Buerne; da nu imidlertid Vinklerne 
om Punktet forandres proportionalt ved den konforme 
Afbildning, faa vi 

^ ai: 

hvor v^ og v^ ere de to Vinkler, i hvilke Vinklen an deles 
af Tangenten til den Kurve, langs hvilken (a?, y) nærmer 
sig til Punktet. Tilfældet « = O (udadgaaende Spids; 
for en indadgaaende Spids er a = 2) ville vi ikke 
komme nærmere ind paa, men blot bemærke, at Værdien 
af Pj for en saadan er afhængig af Ordnen af Røringen af 
Kurvegrenene indbyrdes og med den af (x, y) beskrevne 
Kurve. 

103. Vi have set, at den almindelige Opgave (den 
saakaldte Randværdiopgave) kan løses for ethvert enkelt 
sammenhængende Areal, som kan afbildes konformt i 
alle indre Punkter paa en Cirkel. Riemann har opstillet 
den Sætning, at en saadan Afbildning er mulig for 
ethvert enkelt sammenhængende Areal og bevist den 
ved Hjælp af en fra Variationsregningen hentet Metode, 
det saakaldte Diriehletske Princip. Weierstrass har 
imidlertid godtgjort, at Beviset ikke er gyldigt. Senere 
have Schwarz og Neumann omtrent samtidig bevist 
Sætningen, om end ikke i dens hele Omfang. (Se 
Schwarz: Gesammelte Abhandlungen og Neumann: Vor- 



i 



FORELÆSNINGER 



QA 

33/ 



OVER 



FUNKTIONSTEOEI 



I 



AF 



JULIUS PETEESEN 



HÆFTE m 



«-*»-i«- 



K43BENHAVN 

HOS KARL S C H N B E 11 U 

BIANCO LL'XOS KGI.. HOF- BOGTRYKKERI (F. DREYER) 

1895 



I ' 



s 

r 



I 



Oversættelse til fremmede Sprop forbeholdes. 



QA 

331 



DE KIEMANNSKE EKSISTENSTEOREMER. 225 

lesungen iiber Riemanns Theorie). Her skal straks gives 
et Overblik over Bevismetoden, medens vi for Øvrigt hen- 
vise til de nævnte Værker. Først ville vi dog behandle 
et Par meget almindelige Afbildningsopgaver, der ere 
løste af Schwarz. 



AFBILDNING AP EN HALVPLAN PAA EN POLYGON. 

104. Vi antage, at en Halvplan kan afbildes paa 

. en given Polygon ved Funktionen w = f{z) ; vi kunne 

- se bort fra Polygonens særlige Beliggenhed i Planen (dog 

x) maa Stykkernes Omløbsretning ikke forandres) og den 

' Maalestok, hvori den er tegnet, naar vi for w sætte 

w^ = aw-\-hj hvor a og 6 ere arbitrære komplekse 

Konstanter. Det ligger derfor nær i Stedet for w at 

betragte et deraf dannet Udtryk, der er det samme for 

alle a og J; nu er 



\ 



dw^ dw ^ d 

dz dz ' dz 



(, div,\ d /,dw\ 



Vi have saaledes fundet et Udtryk, der bliver ufor- 
andret ved hele lineære Ændringer af u\ og det er dette, 
som vi ville søge at bestemme som Funktion af z. 

Da Polygonens Stilling er ligegyldig, kunne vi tænke 
os, at dens ene Vinkelspids ligger i Punktet O, medens 
den ene Side falder hen ad de reelle Tals Akse; lad 
Vinklen være aTr, hvor a er positiv; denne skal da af- 
bildes som en Vinkel ;r, hvis Ben begge falde paa de 
reelle Tals Akse; den simpleste Funktion, der udfører 
denne Afbildning, er 






15 
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Er z en hvilken som helst anden Funktion af «?, 
der udfører den samme Afbildning, maa t?, tagen som 
Funktion af z^ lade Vinkler ved Punktet O blive ufor- 
andrede; da dette Punkt saaledes ikke kan være singu- 
lært, maa t? fra Nul kunne udvikles i en Potensrække, 
der gælder inden for en vis Cirkel; da t? = O skal give 
^ = O, maa man saaledes have 

her maa alle Koefficienterne være reelle, da et Stykke 
af de reelle Tals Akse skal afbildes paa de reelle Tals 
Akse; endvidere maa c være positiv, da smaa positive 
Værdier af z skulle svare til smaa positive Værdier af ?;. 
Heraf følger nu 

1^; = t?«= c«ø«(l+6,^ + &,^'+...), (6) 

hvor Koefficienterne h ere reelle. Vi have saaledes be- 
stemt den mest almindelige Form af en Funktion, som 
afbilder Vinklen n paa Vinklen a;r, naar Vinklerne have 
de angivne Beliggenheder. 
105. Man faar nu 

Tage vi her det logaritmiske Diflferential, vil Størrel- 
sen i Parentesen give en Brøk, hvis Tæller og Nævner 
ere Potensrækker med reelle Koefficienter; denne Brøk 
kan udvikles i en lignende for Omegnen af Punktet O 
gældende Række, og vi faa saaledes 



'(£)=^+''.+<'.^+-- <" 



J 
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hvor Koefficienterne ere reelle. Udtrykket er altsaa 
reelt for alle reelle Værdier af -^, for hvilke Rækken 
konvergerer; dette medfører ifølge 87, at Funktionen 
kan udvides fra den ene Halvplan til den anden ved 
Spejling. 

Da alle inden for Halvplanens Begrænsning liggende 
Punkter skulle afbildes konformt ved w, kan dennes 
afledede ikke for noget saadant Punkt blive Nul eller 
uendelig, og dens Logaritme og dennes afledede ere 
derfor entydige og kontinuerte for det indre af begge 
Halvplaner. Det samme gælder for de reelle Tals Akse 
med Undtagelse af de Punkter, der svare til Polygonens 
Vinkelspidser. Disse ere, som (7) viser, simple Poler. 

Tilbage have vi at undersøge z =^ co. Skal w = 
svare til z ==^ z^^ skulle vi i (6) blot ombytte z med 
z — -^^ ; er z^ = a>, skulle vi for z sætte z-^ ; vi faa der- 
ved, gældende for uendelig fjerne Punkter af Planen, 



hvoraf 



d /dw\ — a— 1 , f, , cf, 



dz 



I 



\dz) z ' z'^z'^'"' ^^ 



der viser, at vor Funktion bliver Nul for uendelig fjerne 
Punkter; den har saaledes paa hele Kuglen kun Poler 
og er derfor en rational Funktion. Subtraheres fra 
Funktionen de til Polerne svarende Led af Formen 

, vil den ny Funktion ikke kunne blive uendelig 

z z^ 

paa hele Kuglen og er derfor en Konstant; denne Kon- 
stant maa have Værdien Nul, da Funktionen skal blive 
Nul for z = oo. 

Vi have saaledes, hvis Polerne ere a, 6, c..., de 
tilsvarende Polygonvinkler aTr, /9;r, yj: ..., 

15* 



dz 
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djdw^a-\ til r^ 

dz \dz) z—a z — o ' z—c ^ ^ 

hvoraf 

w = ^{z — af-^z — b)^-'{z — c)r-^...dz. (10) 

Vi have forudsat, at Polygonens Areal er det indre, 
det vil sige det, der ikke indeholder Punktet oo ; i mod- 
sat Fald maa dette Punkt svare til et Punkt z^ af Halv- 
planen, og denne faar i dette Punkt en Pol. I Rækkerne 
(6) og (7) skulle vi da blot for z sætte z — z^ og for a 
sætte — 1. Skal Polygonen ligge i en Riemannsk Flade 
og indeholde et Forgreningspunkt , i hvilket p Blade 
hænge sammen, og skal dette Punkt svare til z^ i Halv- 
planen, blive Rækkerne ogsaa gyldige, naar vi for z 
sætte z — z^ og for a sætte p. 

106. Den anvendte Metode kan udvides til Bestem- 
melsen af en Funktion, som afbilder Halvplanen paa en 
Polygon, begrænset af Cirkelbuer. Vi skulle her blot i 
Stedet for den hele lineære Ændring af w sætte den 
almindelige brudne lineære Ændring. Idet vi eliminere 
dennes tre Konstanter, danne vi et Diflferentialudtryk, 
der bliver uforandret ved alle lineære Ændringer. Dette 
Udtryk er den saakaldte Schwarz'ske afledede 

Da vi ved en Inversjon og en Omlægning kunne 
bringe to sammenstødende Sider til at gaa over til to 
rette Linier, medens Vinklen bliver uforandret (idet vi 
dog forudsætte, at de to Cirkelbuer ikke røre hinanden), 
gælder Formlen (7) ogsaa her; vi have da 

Jdw\ a—i , j , 7 , d^ Jdw\ i—a , , , 
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hvoraf 



/i6',^} = ^-^ + ^ + c„+r,^+..., (12) 



hvor Koefficienterne ere reelle; skal Vinkelspidsen svare 
til z^, skulle vi sætte z — z^ for z. For ^ = oo faa vi 
ved Hjælp af (8) 

For a = O (udadgaaende Spids), 1 og 2 (indad- 
gaaende Spids) kunne Formlerne ikke bruges; de for 
disse Tilfælde gældende Rækker for w indeholde logarit- 
miske Led, hvad vi imidlertid ikke ville opholde os ved 
at vise. 

Vi se nu, idet vi slutte som i det forrige Tilfælde 
og se bort fra de nævnte specielle Tilfælde, at Funktionen 
{u\z} er en i hele Planen entydig Funktion, der har 
Poler i de til Vinkelspidserne svarende Punkter af de 
reelle Tals Akse og bliver Nul for z = oo. Subtrahere 
vi fra Funktionen de til Polerne svarende Led med nega- 
tive Eksponenter, faa vi en Funktion, der ikke kan 
blive uendelig paa hele Kuglen, og som derfor er en 
Konstant; denne maa være Nul, da den har denne 
Værdi for z = oo. Den søgte Funktion bestemmes saa- 
ledes, hvis den overhovedet eksisterer, ved en Differen- 
tialligning af tredje Orden 

/i^',^X= 2/, (14) 

hvor I er en rational Funktion, der bliver uendelig i 
de til Vinkelspidserne svarende Punkter og Nul for 
z = æ, Diflferentialligningen bliver uforandret ved en- 
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hver lineær Ændring af u\ saa at dens almindelige 
Integral udtrykkes som en lineær Funktion af et vil- 
kaarligt partikulært Integral. Have vi en Diflferential- 
ligning af anden Orden med Invarianten* /, f. Eks. 
y'^-\-Iy = O, og søge vi at danne den Ligning, der 
bestemmer Forholdet mellem to partikulære Integi-aler, 
faa vi netop den samme Konstantelimination som den, 
der førte os til den Schwarz'ske afledede, og lidt Reg- 
ning viser, at vi netop komme til Ligningen (14). 

107. Er den givne Polygon, begrænset af rette 
Linier eller Cirkelbuer, en Trekant, kunne vi betragte 
Opgaven som fuldstændig løst; vi kunne nemlig her 
vælge de tre til Vinkelspidseme svarende reelle Punkter 
vilkaarligt, blot at deres Orden i Forhold til Halvplanen 
skal være som de tilsvarende Punkters Orden i Forhold 
til Trekanten; den Trekant, vi faa, med de givne Vinkler, 
kan da altid ved en lineær Ændring bringes hen paa den 
givne Trekant. Anderledes forholder det sig, naar Poly- 
gonen har flere end tre Vinkelspidser; af de til disse 
svarende Punkter kunne kun tre vælges vilkaarligt, medens 
de andre maa bestemmes ved Hjælp af Længderne af 
Polygonens Sider, en Opgave, der fører til sammensatte 
transcendente Ligninger, om hvilke vi ikke engang paa 
dette Standpunkt tør sige, at deres Løsning altid er 
mulig. 

Som Eksempel ville vi betragte en Girkelbuetrekant 
med Vinklerne ått^ /nr, ure og til dens Vinkelspidser lade 
svare Punkterne O, 1 og oc. De to første ere Poler for 
{ w;, ^ } , medens det tredje her undtagelsesvis ikke bliver 
en Pol, da vi have valgt dets Beliggenhed saaledes, at 



* For Ligningen y"4-^Py'+Qy = er Invarianten lig Q—P'—F^. 
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Funktionen i det bliver Nul. Vi danne nu Udtrykket 

1/1 — /I' , 1—, 






V 



der skal have Værdien Nul, naar vi for a og J sætte 
passende reelle Konstanter. Nu skal («<>, 2), naar vi 
multiplicere med 22* og sætte z = oa ifølge (13) faa 
Værdien 1 — v'; dette kræver b = — a og giver derved 

saa at den søgte Differentialligning bliver 

{^''"} = 2(-7- + (^'+ 4-1) )• ^^^ 

Den af Gauss først undersøgte saakaldte hyper- 
geometriske Række 

„ _ 1 .. «^ .^ «( «+i)^(;?+i) ^v «(«+i)(«+2)^(/?+i)(^+2) 

^ ~ ^^l.;-"^^ 1.2.r(r+l) l-2.3-;'(r+l)(r+2) ' 

tilfredsstiller Differentialligningen 

a;(l-x)t/"+(r-(a+^+l)a;)y'-«/9y = O, (16) 

hvis Invariant for 

netop er det halve af Størrelsen paa højre Side i (15). 
Altsaa : 

Afbildningen af en Halvplan paa en Cirkelbuetrekanf 
udføres ved en Funktion, der kan skrives som Forholdet 
mellem to partikulære Integraler af den GaussHske Diffe- 
rentialligning, 
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POTENTIALERS SAHMENSHELTNING. 

108. Dersom man kan løse Randværdiopgaven for 
to Arealer, kan man ogsaa ved en af Schwarz angiven 
Udjevningsmetode (alternierendes Verfahren)* løse den 
for det Areal, som dannes, naar man lader de to 
Arealer gribe ind i hinanden. 

Lad de to Arealer være A og 
B; det førstes Begrænsning er 
a^-\-a, det andets b^-\-b^ hvor 
a og 6 danne Begrænsningen af 
det fælles Areal, saa at a ligger 
helt i B og b i A; for Simpelheds Skyld ville vi forud- 
sætte, at ikke to af Begrænsningsstykkerne røre hin- 
anden. Det sammensatte Areals Begrænsning bestaar af 
Stykkerne a^ og J^, til hvis Punkter svare opgivne, reelle 
Værdier, der danne kontinuerte Værdirækker; vi ville 
forudsætte, at den mindste af Værdierne er O, den 
største gr, hvad der altid kan opnaas ved Addition af en 
Konstant. 

Paa a anbringe vi overalt Værdien Nul; vi kunne 
da løse Randværdiopgaven for A og faa derved bestemt 
et Potential** u^, der bestemmer en kontinuert Værdi- 
række for den i Arealet liggende Linie b; denne Værdi- 
række og den for b^ givne Værdirække bestemme for B 
et Potential w^, der giver en ny Værdirække for a; denne 
og den givne Værdirække for a^ bestemme for A et nyt 
Potential u^; idet vi fortsætte paa denne Maade, dannes 
efterhaanden for A Potentialerne u^, Wg, m^^ ..., for B 



* Neumanns Kombinationsmelode er i det væsentlige den samme. 
** Vi underforstaa i denne Udvikling stadig, at Potentialerne ere 
entydige og kontinuerte. 
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Potentialerne ii^ , w^ , Wg . . . Vi skulle bevise , at denne 
Fremgangsmaade tjener til at bestemme det søgte Poten- 
tial som en Grænseværdi. For at opnaa dette, maa vi 
først bevise en Hjælpesætning. 

Lad os paa a^ overalt anbringe Værdien O, paa a 
Værdien 1. Derved bestemmes et Potential i;, hvis 
Værdier inden for Randen overalt ligge mellem O og 1. 
For et indre Punkt af h har derfor Potentialet en Værdi, 
som er en positiv ægte Brøk, og det samme gælder om 
Endepunkterne af &, da denne Linie ifølge vor Forud- 
sætning ikke rører a eller a^ (102). 

Vi kunne derfor angive en positiv, ægte Brøk a, der 
er større end enhver Værdi, som Potentialet faar paa h. 

Vi erstatte nu Værdierne 1 paa a med andre posi- 
tive Værdier, der alle ere mindre end et Tal k og be- 
stemme det til de ny Værdier svarende Potential v^. 
Funktionen kv — v^ er da et Potential, der ikke er nega- 
tivt i noget Randpunkt og derfor heller ikke i noget 
indre Punkt. For ethvert Punkt af b har derfor v^ en 
positiv Værdi, mindre end ka. For Stykket a bestemme 
vi paa lignende Maade en med a analog ægte Brøk /9. 
Nu har man: 

u^ er paa a^ mindre end ^, .paa a Nul, altsaa paa h 
mindre end g, 

u^ er paa b lig w^, paa b^ mindre end g, altsaa paa a 
mindre end g, 

Wg er paa a lig u^^ altsaa mindre end g. 

u^ — Wj er paa a^ lig Nul, paa a mindre end g, altsaa paa 
b mindre end ag. 

11^ — Wj er paa b^ lig Nul, paa b lig u^ — w^, altsaa paa a 
mindre end a^g, 

u^ — M'3 er paa a^ lig Nul, paa a lig u^ — w^, altsaa paa b 
mindre end cL^g. 
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Idet vi fortsætte paa denne Maade, finde vi, at 
W2n+2 — W2» er et Potential, der er defineret for Arealet 
B^ har Værdien Nul paa b^, medens det paa b og der- 
for i hele Arealet har Værdier, der ere mindre end 
a{a^Y-^g^ Paa lignende Maade er W2n+i — W2n-i defi- 
neret for A, Nul paa a^, paa a og derfor i hele Arealet 
mindre end {afiY~^g. Vi kunne da danne to uende- 
lige Rækker, der hver i sit Areal ere ubetinget og 
ligelig konvergente, idet Leddene ere mindre end de til- 
svarende Led af en Kvotientrække, hvis Kvotient er en 
ægte Brøk. Disse Rækker ere 

w" = w^+ {u — u^) + {u — wj + . . . . 

Vi danne nu et Potential w, der paa a^ har de op- 
givne Værdier og paa a stemmer med u\ u — W2„_i har 
da paa a^ Værdien Nul og paa a og derfor i hele A 
Værdier, der konvergere mod Nul, naar n vokser i det 
uendelige, u og u' ere saaledes identiske for alle Punkter 
af A^ og u vil derfor i dette Areal tilfredsstille Ligningen 
/\u' = 0. Paa samme Maade vises , at man i B har 
A w" = 0. 

Potentialerne w' og w" have de samme Værdier paa 
a og & og tilfredsstille begge Ligningen A ^ O i det 
for A og B fælles Areal; da dette har Begrænsningen 
a + 6 , have de to Potentialer de samme Randværdier 
og ere derfor identiske, saa at u' for A og w" for B ere 
Dele af det samme Potential, der for det hele af a^ og 
b^ begrænsede Areal tilfredsstiller Ligningen A = O og 
har de opgivne Randværdier. 

Arealet kan nu efterhaanden udvides paa lignende 
Maade; man kan derved f. Eks. danne alle Arealer, 
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begrænsede af rette Linier og Cirkelbuer, og deraf følger 
da Muligheden af den ved disse tidligere omtalte Kon- 
stantbestemmelse. 

Da en cirkelformet Skrueflade om et Forgrenings- 
punkt og en Kuglekalot kunne afbildes konformt paa en 
Cirkel, kan Randværdiopgaven løses for Dele af en Rie- 
mannsk Kugleflade, der kunne dannes ved Overdækning 
af en- og flerbladede Kalotter. Særlig ville vi tænke os, 
at vi i et af Bladene tegne en Cirkel; Opgaven kan da 
ikke alene løses for den af Cirklen begrænsede enbladede 
Kalot, men ogsaa, naar Cirklen betragtes som begræn- 
sende hele den øvrige Del af den flerbladede Kugle. 

Den til Potentialet svarende monogene Funktion 
faar rent imaginære Differenser i de Snit, man maa læ^e 
for at gøre Fladen enkelt sammenhængende, thi Funk- 
tionens imaginære Del bestemmes ved et Integral, der 
kun er entydigt paa den enkelt sammenhængende Flade. 



BESTEMMELSE VED DISKONTINUITETSBETINGELSER. 

109. Cauchy havde i Virkeligheden skabt et sikkert 
og fuldstændigt Fundament for hele den moderne Funk- 
tionsteori, men han gik ved sine Undersøgelser ikke ud 
over Betragtningen af Funktioner som bestemte ved 
analytiske Udtryk. Det var Riemann, som i sin berømte 
Dissertation* hævede sig til Betragtningen af Funktioner 
som blot bestemte ved det nødvendige og tilstrækkelige 
Antal af Grænse- og Diskontinuitetsbetingelser. Vi have 
allerede betragtet Bestemmelsen ved Grænsebetingelser, 
men skulle nu stille Opgaven mere almindelig. 



* G6ttingen 1851. Gesammelte Werke Pg.3. 
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Medens vi tidligere ved Undersøgelsen af algebraiske 
Funktioner og deres Integraler gik ud fra en given 
Funktion og konstruerede dens Riemannske Flade, ville 
vi nu tænke os givet en vilkaarlig, lukket Riemannsk 
Flade med dens Forgreningspunkter og Forgreningssnit 
og undersøge, om der gives algebraiske Funktioner, der 
netop have denne Riemannske Flade. Det synes imid- 
lertid, at Opgaven bliver lettere, naar man retter sit 
Blik, ikke paa selve de algebraiske Funktioner, men paa 
deres Integraler. Vi gøre derfor Fladen enkelt sammen- 
hængende ved et passende System af Tværsnit; vi have 
set, at disse kunne faa Form af en Cirkel forsynet med 
Dobbelthanke, eller, idet Cirklen kan gøres uendelig 
lille, et System af Kurvepar af den Form, som Figuren 
Pg. 65 viser. Paa Fladen tænke vi os visse givne 
Punkter, i hvilke den søgte Funktion skal blive uendelig 
som visse givne Funktioner, saaledes for 2; = ø^ som 

A.) = «^(.-.J + ^-4^^ + (^.... + (^, (17) 

hvor a , ft , . . . Æ ere givne komplekse Konstanter ; er 
a = O, skal Funktionen saaledes have en Pol i 0^, 
medens den i modsat Fald skal være logaritmisk uende- 
lig i dette Punkt. Værdierne a, svarende til de for- 
skellige Punkter, skulle have Summen Nul. 

Vi forlange nu endvidere, at Funktionen paa de to 
Sider af ethvert af Tværsnittene skal have konstante 
Differenser, hvis reelle Del er vilkaarligt given, og at 
den for Øvrigt paa hele Kuglen skal være entydig og 
kontinuert. 

Neumann opstiller kun disse Betingelser, men de ere 
i Virkeligheden ikke tilstrækkelige til at bestemme Funk- 
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tionen som et Åbelsk Integral; vi maa nemlig erindre, 
at Diskontinuiteten i et Tværsnit kun er formel, idet den 
hidrører fra, at vi kun benytte eet af de uendelig mange 
Blade i Integralfunktionens Riemannske Flade og derved 
forhindre en Overskriden af Tværsnittet; gaa vi over 
dette op i det næste Blad, vil der ikke findes nogen 
Singularitet ved Snittets Punkter. Der maa derfor til 
de stillede Betingelser føjes den, at Funktionen skal 
være monogen i Tværsnittets Punkter, naar vi til dens 
Værdier paa den ene Side addere den konstante Diffe- 
rens. 

Lad os nu antage, at det lykkes os at bestemme 
en Funktion med de angivne Egenskaber; dens afledede 
vil da paa hele Kuglen være entydig og kontinuert und- 
tagen i enkelte Punkter, hvor den har Poler*; den er 
derfor en algebraisk Funktion. (84.) 

Denne Funktion kan, som vi have set i (17), i spe- 
cielle Tilfælde have en simplere Riemannsk Flade, men 
dette Tilfælde kan ikke indtræde, naar Integralfunktionen 
er bestemt med sit fulde Antal af Periodicitetsmoduler. 

110. Idet vi nu gaa over til Løsning af vor Op- 
gave, se vi straks, at denne kan simplificeres i høj Grad. 
Vi behøve saaledes kun at betragte eet Tværsnit, ja 
endogsaa kun en lille endelig Del af et saadant, thi 
Funktionen kan dannes ved Addition af andre, der hver 
er diskontinuert paa den givne Maade i eet af Tvær- 
snittene eller i en Del af et Tværsnit, men for øvrigt 
kontinuert. Paa samme Maade indse vi, at vi kun 
behøve at betragte eet af Diskontinuitetspunkterne, og at 



* Til Funktionens Poler komme for den afledede saadanne For- 
greningspunkter, for hvilke Funktionens Rækkeudvikling begynder 
med Eksponenter mellem og 1. 
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den i et saadant Punkt diskontinuerte Funktion kan 
dannes ved Addition af flere andre, af hvilke enhver kun 
er uendelig som eet af Leddene i (17); dog maa der, 
hvis Funktionen skal være logaritmisk uendelig i eet 
Punkt, være andre lignende Punkter, saaledes at Summen 
af Punkternes Residuer er Xul. Ved en passende Deling 
af nogle af Punkternes Residuer kan man sørge for, at 
man kun behøver at betragte to Punkter med Residu- 
summen Nul ad Gangen. Linien, der forbinder de to 
Punkter, kunne vi yderligere tænke os saa kort, som vi 
ville, da en længere Forbindelseslinie altid kan deles, 
idet der indskydes lige store og modsatte Residuer i 
Delingspunkteme. Vi se heraf, at vi altid kunne forud- 
sætte, at vi i et enkelt Blad kunne afskære en Kalot, 
der indeholder alle Diskontinuitetspunkterne ; ligger et 
saadant i et Forgreningspunkt , kan dette tænkes bort- 
skaflfet ved en konform Afbildning. 

Ved de stillede Betingelser er en Funktion paa en 
Konstant nær fuldkommen bestemt, thi havde man to 
Funktioner med de samme Diskontinuiteter, vilde deres 
Differens være entydig og kontinuert paa hele Kuglen 
med rent imaginære Differenser i Snittene. En saadan 
Funktion er imidlertid en Konstant, thi dens reelle Del 
er et Potential, der er entydigt og kontinuert paa hele 
Kuglen ; dets Værdi maa da paa hele Kuglen ligge imellem 
den største og mindste Værdi, som det faar paa en 
vilkaarlig, uendelig lille Cirkelperiferi, idet denne kan 
tages som Randkurve; det maa da være konstant, og 
dette medfører, at Funktionens imaginære Del ogsaa er 
konstant. 

111. Vi ville nu søge at bestemme et Potential, 
der er entydigt og kontinuert paa den givne Riemannske 
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Kugleflade, undtagen i visse Punkter eller Liniestykker, 
i hvilke det er diskontinuert som den reelle Del u af 
en vis Funktion f{z) = u-\-iv; vi kunne, som vist i 
110, tænke os, at alle Diskontinuiteterne ligge paa en 
enbladet Kalot; vi afbilde denne paa en Plan som en 
Cirkel med Radius r^ og tegne en dermed koncentrisk 
Cirkel med Radius r^^Sr^; denne svarer til en vis 
Cirkel paa Kuglen; vi foretrække imidlertid at betragte 
Kuglefladens konforme Afbildning i Planen. 

Lad nu de to Cirkelperiferier være S^ og S^. Det 
af /Sj begrænsede Areal, som indeholder Centrum, kalde 
vi Tg, det af S^ begrænsede Areal, som ikke indeholder 
Centrum, kalde vi T^. S^ ligger da i T^ og S^ i T^, Som 
tidligere vist (108), kunne vi løse Randværdiopgaven for 
Arealerne T^ og T^. 

Vi kunne nu, for at bestemme den søgte Funktion, 
benytte den alternerende Fremgangsmaade , men træffe 
derved en særlig Vanskelighed ved Beviset for de dannede 
Rækkers Konvergens. Denne overvindes ved, at vi sørge 
for, at de Potentialer, vi betragte, altid paa S^ og S^ 
have Middelværdierne Nul. Lad os antage, at vi i T^ 
have et entydigt og kontinuert Potential, der paa S^ 
har Middelværdien Nul. Vi kunne da, uden at for- 
andre Potentialet , i (2) sætte R—l for i? ; ligger {x, y) 
i Afstanden r fra Centrum, bliver Tælleren i R lig 

(^i+^)(^'i — ^)? medens Nævneren er større end (r^ — rf\ 

2r 

vi faa derfor R — 1 mindre end , altsaa for Punk- 

r^ — r 

terne af S^ mindre end en vis ægte Brøk «. Er g den 
højere numeriske Grænse for Potentialets Værdier paa 
S^, vil saaledes ag være en højere numerisk Grænse for 
Værdierne paa S„. 
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Lad os nu antage, at u er et paa Girkelringen en- 
tydigt og kontinuert Potential af en saadan Beskaffenhed, 
at Funktionen f{z) = u-\-iv ogsaa er entydig og kon- 
tinuert paa Girkelringen; det samme vil da gælde om 
f{z):^niz, og denne Funktions Integral maa da give 
samme Resultat for Integrations vejen S^ som for Vejen 
S^. Man ser imidlertid let, idet man indfører polære 
Koordinater, at Integralets reelle Del netop er Potenti- 
alets Middelværdi, og denne er saaledes den samme for 
begge Cirkler. 

Om den givne Funktion u-{-iv^ der bestemmer den 
søgte Funktions Diskontinuiteter, kunne vi, som foran 
anført, antage, at den har alle sine Diskontinuiteter 
inden for S^; den er da entydig paa Cirkelringen; da et 
konstant Led ikke har nogen Indflydelse paa Diskonti- 
nuiteteme, kunne vi forudsætte, at u har Middelværdien 
Nul paa den ene Cirkelperiferi og derfor ogsaa paa den 
anden. Naar vi i det følgende danne Potentialer, der 
ere entydige og kontinuerte i Cirklen T^, og som paa 
S^ have Middelværdien Nul, maa det samme gælde om 
S^; danne vi Potentialer, der ere entydige og kontinuerte 
paa Tj og paa S^ have Middelværdien Nul, maa dette 
ogsaa gælde for S^; den tilsvarende Funktion vil ganske 
vist , da i; bestemmes som et Integral , i Reglen have 
konstante, rent imaginære Diflferenser i Fladens Tværsnit, 
men vi kunne altid tænke os disse trukne saaledes, at 
de ikke komme ind i Cirkelringen, og Funktionen vil da 
være entydig og kontinuert i denne. Efter disse Be- 
mærkninger behøver jeg ikke i det følgende at gøre op- 
mærksom paa, at ethvert af de Potentialer, vi konstruere, 
har Middelværdien Nul paa begge Cirkler. Ved w(rj 
forstaa vi Værdierne af Potentialet u paa Cirklen S^o.s.v. 
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Der underforstaas stadig, at Potentialerne ere entydige 
og kontinuerte. 

Vi konstruere nu: 

u^ paa Tj, saa at u^ paa S^ er lig u{r^), 

Wjj paa Tj, , saa at u^ paa S^ stemmer med u^^u (rj. 
Lad den største numeriske Værdi af u^ paa S^ være g ; 
den er da paa S^ mindre end ag. 

W3 paa T, , saa at langs S^ u^ = u^-\-u (rj ; paa S^ og 
derfor i hele 2\ er da den numeriske Værdi af 
Wg — t*j mindre end ag, 

u^ paa Tg, saa at langs S^ u^ = u^ — ^W« Den nume- 
riske Værdi af u^ — u^ er da paa S^ mindre end ag^ 
paa Sjj mindre end a^g. 

Vi fortsætte nu paa denne Maade og danne ganske 
som Pg. 234 to konvergente Rækker, der bestemme de 
entydige og kontinuerte Potentialer 

U' == lim U2n-\-i og U'' == lim U2n , 

gældende henholdsvis for I\ og T^, Potentialerne 

u' og u''-\- u (r) 

ere da begge entydige og kontinuerte paa Cirkelringen, 
og de maa stemme overens overalt i denne, da de have ens 
Værdier paa de to Cirkler. De danne saaledes tilsammen 
et Potential, der er entydigt og kontinuert overalt und- 
tagen de Steder, hvor u er diskontinuert, og der for- 
holder det sig som u. Danne vi den tilsvarende Funk- 
tion ^(2?), vil denne være entydig og kontinuert paa hele 
Fladen, undtagen hvor f{z) er diskontinuert, og der vil 
^{z) — f{z) være kontinuert, samt i Tværsnittene, hvor 
der kan findes konstante, rent imaginære Differenser. 

16 
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Paa disse Steder vil imidlertid Diskontinuiteten, da den 
hidrører fra et Integral, kun være formel i den tidligere 
angivne Betydning. 

112. Særlig kunne vi sætte 

I z — a 

hvor a og 6 ere to Punkter, beliggende inden for S^. 
Denne Funktions reelle Del er et Potential, der er en- 
tydigt og kontinuert i T^ undtagen i en Linie, der for- 
binder a og 6, hvor det har den konstante Differens 1. 
Idet vi kunne lade ab efterhaanden falde sammen med 
alle Dele af Tværsnittene, kunne vi ved Multiplikation 
med passende Konstanter og Addition danne Potentialer, 
der have givne konstante Differenser i alle Tværsnittene. 
Idet vi gaa over til Funktionerne have vi da de Rie- 
mannske Eksistensteoremer : 

Der eksisterer paa en vilkaarlig given y lukket Rie- 
mannsk Flade Funktioner, der ere entydige og konti- 
nuerte paa hele Fladen undtagen i Snittene, hvor de 
have konstante Differenser med vilkaarligt givne, reelle 
Dele, idet Diskontinuiteten dog kun er formel. Disse 
Funktioner ere Abelske Integraler af første Art, 

Der eksisterer Funktioner, der tilfredsstille de samme 
Betingelser, men desuden ere polært uendelige paa en 
given Maade i givne Punkter; disse Funktioner ere Abel- 
ske Integraler af anden Art. 

Der eksisterer Funktioner, der tilfredstille de samme 
Betingelser, men desuden ere logaritmisk uendelige i givne 
Punkter, dog saaledes, at disses Residusum er Nul; disse 
Funktioner ere Abelske Integraler af tredje Art, 
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KAPITEL L 

FUNKTIONERNE r{z) OG C(^). 



FUNKTIONEN r{z). 
1. Idet vi gaa ud fra Gauss' Definition 

n^) = "™ ^ r^T— ?-^ -. r-x , (1) 



z 
faa vi 



('+r)('+l)-('+0 



r(«+l) = lim 



Og heraf, idet 
altsaa 

/'(^+i) = zr(^). (2) 

Idet (1) giver r(l) = 1 , faas af (2) r(2) = 1 ; 
r(3) = 1-2; ... r(w+l) = w!. 

Endvidere er 

i\z)r{\-z) = -r(«)^r(-^) = i[(i-^j(i_|j...]r' 
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altsaa (Euler) 



r{z)r{i—z) = -J^—, (3) 



hvoraf r{^) = Vn, altsaa r(f) = |l/;r; r(f) = fV;r; 
r(— i) = — 2V^^ o. s. V. 

Af (1) følger, at Vt: her betyder den positive Værdi, 
thi ved n^ forstaa vi ^^'*, hvor In betegner Logaritmens 
positive Værdi. 

2. Sætte vi 



\ 



'■=-(?)^(i)--e-f^)' 



hvor p er et helt Tal, faa vi 



-='^Q'i'-¥)'il)i'f^)-'-('^K) 



TtP- 



. Tt , ^7C . p — l 

sm — sm — ... sm-^ k 

p p p 



Her ere Faktorerne i Nævneren, multiplicerede med 

xP 1 

2, netop Modulerne til de lineære Faktorer i — — r-, naar 

man i disse sætter x = 1; man faar derfor 

p — 1 1 

Denne Formel kan udvides. Man har identisk 



= K-Æ^)t+¥l' 



^ pq-f-r 



som vi dog for j = O erstatte ved 



«+5=('+t) 



r 
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Vi give her q Værdierne O, 1, 2 ... n og for hver 
af disse r Værdierne O, 1, 2 ... p — 1 og multiplicere 
paa begge Sider. Vi faa da paa venstre Side netop de 
Faktorer, som findes i Nævneren, naar vi anvende den 
Gaussiske Formel paa Produktet 

r(«)r(a+i)r(«+|)...r(«+^), 

medens Tælleren bliver ^p«+H;'-n. Paa højre Side faa 
vi Nævneren i Produktet r{pa)'P, idet dog en Faktor 
p mangler, og vi for n i r{pa) have taget pn-\-p — 1. 
Tælleren bliver {pn-\-p — ly^n^p-^l Dividere vi det 
sidste Produkt i det første, og lade vi n vokse i det 
uendelige, bliver Resultatet ^-p«+i, og vi finde derved, 
idet den ovenfor fundne Værdi for P indsættes. 



r(«)/{«+i)r(a+|)...r(«+y) 



p-[ 



(27r) 2 / "V(i>a). (5) 



De her udviklede Formler hidrøre fra Gauss. 



z 



For a = -^ , ^ = 2, faa vi en Formel, der senere 



bliver anvendt: 



ii) ^(t) = ^'-' i'^^^^)- 



(6) 



3. Af (1) faa vi, idet 
er den Eulerske Konstant, 



...+ 



i^+i)-i\+-- 



C) 
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hvor Rækken er konvergent i hele Planen undtagen i 
Punkterne O, — 1, — 2 ..., og giver den af Weierstrass 
først fundne Opløsning i primære Faktorer 

-^ = e-./7(l + j)e-i (8) 

gældende for hele Planen. Funktionen -=7-r er saa- 

r{z) 

ledes en hel transcendent Funktion med Nulpunkterne 
O, — 1, — 2 . . . , medens disse Punkter ere Poler for r{z). 
Disses Residuer findes, naar man som Gasparis* deler 
Funktionen i to Dele, af hvilke den ene er kontinuert i 
hele Planen, medens den anden indeholder Polerne; 
man faar disse Dele, naar man benytter Integraldefini- 
tionen og deler Integralet i to andre, nemlig 

S 00 /•! 

e-'^x'-^dx og P{z) = y-'^x'-^dx. 

Af disse er det første holomorft i hele Planen; af 
det andet faas, idet man udvikler e"^ i Række, 

^^^^^7""^(^+l)+1.2(;^ + 2)""^2.3(;^ + 3) + •••' 

der bestemmer en for hele Planen entydig Funktion, der 
i Polerne O, — 1, — 2 . . . forholder sig som r{z). Formlen 
viser, at Residuet til Polen — w er 

(-l)4r 



ni 
4. Af (1) finde vi 



^) = lim 



,11 1 

In 



z z-\-l ' ' ' z-\-n 



(9) 



G. R. de Tacad. des se. de Naples 1867. 
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Vi kunne imidlertid finde et andet Udtryk for denne 
Funktion, idet vi betragte 



_1_ 



I g2 irit J 



df^ 



hvor Integralet tages i positiv Retning langs en Kurve, 
der gaar gennem Punkterne O og w og indeslutter Punk- 
terne 1, 2 . . . w—l. 

Vi forudsætte først, at den reelle Del af z er positiv, 
saa at Brøkens Tæller ikke bliver uendelig inden for 
Integrationskurven; Integralets Værdi er da 



2^ ' Z+l ' <^-L-2*" ' 2(;2 + w)* 

Er derimod den reelle Del af z negativ, og udvide 

vi Integrationsvejen som Pg. 179 , vil Punktet t == — z 

ligge inden for denne ; til dette Punkt hører da Residuet 

1 
_^j^.^ — r , saa at denne Størrelse, multipliceret med 2 tt/, 

bliver at føje til Leddene ovenfor. 

Vi have nu (Pg. 181) udtrykt Integralet som en Sum 
af to andre; det ene af disse er 

in 



For nærmere at bestemme disse Logaritmer maa vi 
erindre, at Integrationsvejen fra O til n oprindelig gik fra 
O til +00« og derfra til n, men lod sig sammentrække 
til den retlinede Vej fra O til n, da vi ikke derved over- 
skred noget singulært Punkt ; dette gælder imidlertid ikke 
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her, hvis Punktet — z ligger i første Kvadrant; vi maa 
i dette Tilfælde lade Vejen gaa uden om dette Punkt. 
Sætte s\ z^t =^ re^\ altsaa dt = ire^^dØ + e^^dr, 
faa vi ved Integrationen 



^-^n 



Uz-^-nl—Uzl + Øi = l^^^^ — iJ^ln-^l z\-+-ffi, 



hvor er den Vinkel, som Linien fra — 2; tiW har drejet 
sig, idet t er gaaet fra O til n. Lade vi n vokse i det 
uendelige, vil det første Led konvergere til O, og ^ 
være Vinklen fra Retningen —z^O til Retningen — z^-\-cx>; 
den første er den samme som Retningen fra O til z, og 
— ff er saaledes Argumentet til z. Betragter man en 
Figur, og erindrer man, at t skal følge de reelle Tals 
Akse fra O til + 00 , undtagen naar — z ligger i første 
Kvadrant, finder man, at den Værdi af Arg. 2;, man skal 

benytte, er den, der ligger mellem — ^ og + -^ ; sætte vi 

l\z\ — Øi = Iz, vil heraf følge, at denne Logaritmes 
Værdi bestemmes ved, at den skal blive reel for positive 
z og derfra bestemmes kontinuert saaledes, at z ikke 
maa overskride den negative Del af de imaginære Tals 
Akse. 

Vi faa nu, idet vi benytte Formlen Pg. 181 og med 
den vedtagne Betydning af /^, 



1 00 



r{z) ^z ^W+y«)(^2^y_i)^ 



o R,z pos. 

2;r/ (10) 



^-2niz_i 5.^ neg. 

Integralet er ubrugeligt, naar z ligger paa de imagi- 
nære Tals Akse og bestemmer paa de to Sider af denne 
to forskellige Funktioner, hvis Forskel udtrykkes ved det 
tilføjede Led. Det bliver uforandret, naar z ombyttes 
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med — z, og man faar derved, idet den reelle Del af z 
antages positiv, 

r{z) r{-z) 1 . 2;re 1 

r{z) f{—z) z é^^*^ — l z 

et Resultat, som ogsaa let udledes af Eulers Formel. 

Dei'som \z\ vokser i det uendelige, bliver Restinte- 
gralet ovenfor uendelig lille af anden Orden, og det for 
B.z negativ tilføjede Led bliver i anden Kvadrant O, 
men i tredje Kvadrant — 2;r/; lade vi dette Led indgaa 
i Izj flyttes Diskontinuitetslinien til den negative Del af 
de reelle Tals Akse, og vi faa for uendelig fjerne Punkter 
^, bortset fra Led af højere end første Orden, 

hvor Logaritmen er reel for positive z og derfra ændrer 
sig kontinuert, idet z ikke maa overskride den negative 
Del af de reelle Tals Akse. 

5. Vi ville nu af (10) udlede en ny Formel, idet 
vi multiplicere med dz og integrere fra 1 til 2. Nu er 
r'( 1) = 1 , og vi faa da for J?. z positiv 

So Ppfop .^ i 

o t^O 

Det første Integral forsvinder for z = 00^ og den 
tidligere for hele, positive z udledte Formel (Pg. 185) 
viser da, efter Ombytning af n med n — 1, og idet 
r{n) = l«2-3 ... (w—l), at man maa have 



l-sife-f,, = „,. 



^27ry__l 
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Og derfor for alle z med positiv reel Del 



Sarctg- 
^^1 ^y- 



ir{z) = {^z-^)lz-z+\l27:-^^\^i~dy. (12) 

Er den reelle Del af z negativ, findes Formlen lettest 
ved Benyttelse af Eulers Formel, der kan skrives 

r(z)r\-z) = ^ ; inz) + ir{-z) = ln—l{-z)--lsiiinz. 

Indsættes heri det ovenstaaende Udtryk, og ombyttes 
derpaa z med — z, finder man 



(^arctg ^ 



ir{z) = {z-i^)l{-z)-lsmm-z+{l^+^^^^^dy, (13) 

der saaledes gælder, naar den reelle Del af z er negativ. 
Vore Formler gælde ikke for z = ki^ hvor k er 
reel; man faar imidlertid 

r{ki) n—ki) = ..T"" .. = mn^^^-T^. (14) 

der, da de to Faktorer paa venstre Side ere konjugerede 
komplekse Størrelser, bestemmer Kvadratet af deres 
Moduler. Disse, der ere uendelige for i = O, vise sig 
saaledes stærkt aftagende, naar Punktet fjerner sig paa 
de imaginære Tals Akse. 

6. Man kan udvikle log r{z -f 1) i en Potensrække 
fra Punktet O, og denne Række vil faa Konvergens- 
radien 1, da —1 er det nærmeste singulære Punkt. 
Åf (7) faar man 

ir{z)+iz = /r(^+i) = -c^-[i(i+|.)-|-]-[z(i+J)-j]-..., 
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Udvikle vi her de enkelte Led, og sætte vi 

_ 1,1,1, 

^r — -^ I gr ~r 3^ 1 • • • » 

faa vi for | ^ | < 1 

ir{z+l) = -Cz-i-^s,£^-is^/+^s,z*-... (15) 

Størrelserne Sr findes beregnede med 16 Decimaler indtil 
r = 35 i Gram: Mængden af Primtal. 



PUNKTIONEN C{z). 

7. Funktionen C{^) kan for den reelle Del af z 
større end 1 defineres ved 

C(^)= l+^ + i + ^+--. (16) 

En anden Definition faas, idet man i Formlen 



[e-^'^x'-^dx = —r(z) 

Jo ^' 



for n efterhaanden sætter 1, 2, 3 . . . og adderer, hvorved 



m m = 



Riemann har heraf udledt en anden Form, der 
gælder for hele Planen; han betragter 




S^i^-. 



hvor Vejen gaar om Punkterne O og cx), paa Vejen til 
00 lidt under den positive Del af de reelle Tals Akse, 
derpaa om Punktet oo og tilbage lidt over de reelle 
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Tals Akse. ( — x)'-^ er paa Vejen at forstaa som 
^t-i)i(-x)^ hvor den imaginære Del af l{—x) er ni under 
og —ni over Aksen, idet /( — x) tages reel, naar x er 
negativ. Vi faa med andre Ord 

øverste Fortegn under, nederste over Aksen. Nu er 
e-^* = — 1, saa at de to Dele af Integralet have Summen 

S 00 
x^^x _ __ 2 ^. gjj^ ^^ p^^^ r(^^^ 

Integralet taget langs smaa Cirkler om Punkterne O 
og 00 falder bort, thi ved oo er Funktionen under Inte- 
graltegnet forsvindende, og ved O have vi, idet vi der 
for Nævneren kunne sætte x, — U — xy-^dx^ der er Nul, 
naar den reelle Del af z er større end 1. Vi have saa- 
ledes under denne Forudsætning 



M e'—i 



2 sin Kz r(z) C(«) == i Y~rr- d^ (17) 

med den angivne Betydning af Integralet. Dette repræ- 
senterer imidlertid for alle Værdier af z en monogen 
Funktion og giver saaledes Udvidelsen af ^{z) til hele 
Planen. 

Integralet kan ogsaa udtrykkes paa en anden Maade, 
idet den lukkede Kurve, langs hvilken det er ført, ogsaa 
er Grænsekurve for den uden for den liggende Del af 
Planen; i denne ligge de singulære Punkter ^pni for 
p = ± 1, ±2 o. s.v. ; nu har Integralet ført i negativ 
Retning om Punktet ^yni Værdien — 2;r«( — ^prciy-^^ 
der, adderet til den tilsvarende Værdi for Punktet 
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— ^pTTt Og multipliceret med den foran Integraltegnet 
staaende Faktor *, giver 

Idet vi nu summere for |? = 1, 2, 3 ... og tænke 
os den reelle Del af 1 — z større end 1, faa vi 

sin nz r{z) ^{z) = 2^ tt^ sin :^j:z^{\-~z) 

eller, idet vi udtrykke siuTr^j og sin 1 7:2; ved Eulers 
Formel ((3)), 

^(l)^(*~|)^^^) = 2^;r'r(l-.)C(l-^). 

Nu faar man imidlertid af (6) ved at ombytte z 
med — 2r og multiplicere med — z 

hvorved Formlen kan skrives 



7C 2 [ 



(l)c(^) = /-»- r{^) c(i - ^) , (18) 



der viser, at Udtrykket paa venstre Side bliver ufor- 
andret, naar z ombyttes med 1 — z. Vi have udledt 
Formlen under Forudsætning af, at den reelle Del af 
1 — ;2f er positiv, men da Funktionerne paa begge Sider 
af Lighedstegnet kunne udvides til hele Planen, falder 
denne Indskrænkning bort. 
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Multiplicere vi i ( 18) paa begge Sider med ^z{l—z)^ 
faa vi 

;r-i/l(|+l)(l-^)C(^) = rf^ ri—^y ai-^)- (19) 

Funktionen paa venstre Side med modsat Fortegn 
er af Riemann betegnet ved ${t), idet z = ^-\- ti. Lig- 
ningen viser, at den bliver uforandret, naar t ombyttes 
med — L 

8. Vi ville nu nærmere undersøge Funktionen C{z) 
og dertil benytte Ligningen (17), hvor vi ville sammen- 
ligne Nulpunkter og Poler for de to ved Lighedstegnet 
forbundne Funktioner. r{z) har ingen Nulpunkter, men 
simple Poler i Punkterne O, —1, — 2 ...; sinnz har 
ingen Poler, men simple Nulpunkter i ... —2, — 1, 0, 1, 2 ... ; 
sin nzr{z) er derfor hel, transcendent med Nulpunk- 
terne 1, 2, 3 ... Betragte vi nu Integralet, da have vi 

1 11 



hvor R er en Potensrække, der har lutter ulige Ekspo- 

1 1 

nenter, da ■- — j + -^ skifter Tegn med x *. Multiplicere 

vi med ( — a?)*~*, hvor z er et helt Tal, og integrere vi 
derpaa langs den lukkede Kurve, der, da Funktionen er 
entydig og har sine Poler paa de imaginære Tals Akse, 
kan sammentrækkes til en lille Cirkel om Nulpunktet, 
se vi, at man for 2; = 1 faar 2 ;re, medens for 2; > 1 alle 
de enkelte Led give Værdien Nul. For z negativ og 

ulige, bliver der et Led af Formen — , og Integralet er 

X 



* Ved Dekomposition af Brøken og Udvikling af de enkelte 
Brøker i Række kan man vise , at intet af Leddene med ulige 
Eksponent kan mangle i R. 
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ikke Nul ; det samme gælder for ø = O, medens man for 
z = — 2, — 4, — 6 ... faar Værdien Nul. Funktionen 
^{z) maa derfor have Nulpunkter i disse Punkter og en 
simpel Pol med Residuet 1 i Punktet 1, saa at {z—l)^{z) 
er en hel transcendent Funktion. I den ovenfor be- 
tragtede Funktion 

f(^) = ;r- i r ( J + 1 ) ( 1 -^) :{z) =f{l-z) (20) 

er Polen i ^{z) hævet ved Faktoren l—z, medens de 
fundne Nulpunkter hæves af Polerne i r(^-|-l)- Funk- 
tionen er derfor en hel transcendent Funktion, hvis Nul- 
punkter ere de samme, som de, Ci^^) niuligvis kan have 
foruden de allerede fundne. Der eksisterer i Virkelig- 
heden saadanne, og vi kunne om dem bevise, at deres 
reelle Del ligger mellem O og 1; da (20) viser, at hvis 
a er Nulpunkt, er 1—« det ogsaa, maa Nulpunkterne 
to og to ligge symmetrisk med Hensyn til Punktet ^. 
Vi behøve derfor blot at bevise, at intet Nulpunkt kan 
have sin reelle Del større end 1. 

Dette følger af den bekendte Eulerske Formel 



77 



(T=^^)=^+i+§-^+- (^^) 



hvor for p efterhaanden indsættes alle Primtallene, og 
Produktet dannes. Saavel Produktet som Summen ere 
kun konvergente for i?. 2: > 1 , og uden for det derved 
bestemte Gebet har derfor Ligningen ingen Betydning. 
Vi se heraf, at ^{z) og derfor ogsaa f{z) ikke kan have 
Nulpunkter, hvis reelle Del er større end 1, thi intet 
saadant Punkt kan gøre nogen af Produktets Faktorer 
til Nul. 

17 
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9. For at bestemme Antallet af Nulpunkter for f{z) 
lægge vi om Punktet \ som Centrum en Cirkel med 
en uendelig stor Radius a; vi tænke os, at Cirklen 
ikke gaar gennem noget Nulpunkt, og Antallet af saa- 
danne inden for Cirklens Periferi vil da bestemmes ved 
\dlf(z), taget positivt langs hele Cirklen. Nu er imidlertid 
f{z) = f{\ — z)^ saa at vi kunne nøjes med at tage 
Integralet paa den til Højre liggende Halvcirkel, naar vi 
bagefter multiplicere med 2. Sætte vi ø = r (cos d-\-i sin 8)^ 
og lade vi r vokse i det uendelige , vil for cos positiv 
!^{z) og C(^) konvergere henholdsvis mod 1 og O ((16)), 
C'(^)-C(^) ^^oå 0. For selve Grænseværdien costf = 
er det nævnte Forhold endeligt, da vi have forudsat, at 
Cirklen ikke gaar gennem noget Nulpunkt. Vi finde 
saaledes ifølge 82 for det søgte Antal Nulpunkter, multi- 
pliceret med Stt«, 

2Jj|rf/;r"T+rf/r(j+lWd/(l — ^) , 

taget positivt langs den højre Halvcirkel. Det første Led 

giver — 2a?*Z;r, det sidste 27^^. For 2af/ r(-^+ 1) kunne 

vi ifølge (11), paa Led af anden Orden nær, sætte 

dz 

tionen giver — ni. For det tilbageværende Led ville vi 
forandre z i\\ z-\- \ , da det muligvis her kan faa Ind- 
flydelse paa de endelige Led, at vi have lagt Cirklens 
Centrum i Punktet \, Vi faa da, idet vi sammentrække 
Integrationsvejen til den rette Linie fra — ai til -\-ai^ 

^ Ih , z\(,ih . z\ .\]+«' .,/«' , 25\ ^ . , 5,5 + 2ai 



(z \ az 

-^-^l\dz — z~rcif hvor det sidste Led ved Integra- 



FUNKTIONERNE r(z) OG ^{z}. 259 

Idet det sidste Led er ^ni, og idet vi bortkaste 
Leddet ^ , der kun har Indflydelse paa de uendelig smaa 
Led, have vi saaledes, idet n er det søgte Antal Nul- 
punkter, 

27rin = — ^ailT: -{-^ni — '2 ai -\- ^ ni -\- ^ ail -^ 



eller 

n 



-|{'é-')+4- <''' 



Disse Punkter ligge to og to symmetrisk med Hensyn 
til de reelle Tals Akse, thi Funktionen er reel for posi- 
tive z>l (87). Formlen stemmer med den, der er 
given af Riemann uden Bevis, idet denne dog mangler 
Leddet f ; Beviset er anført her, fordi der er Grund til 
at antage, at Riemann er kommen til sit Resultat ad en 
lignende Vej, men vor Udvikling er i Virkeligheden ikke 
uangribelig; dersom nemlig Nulpunkterne med voksende 
a falde tættere og tættere, maa Cirklen komme uendelig 
nær til saadanne Punkter, og vi kunne da ikke uden 
Undersøgelse bortkaste det til cos = svarende Ele- 
ment af Integralet. For at se Forholdet under et andet 
Synspunkt erindre vi, at Integralet bestemmer den Til- 
vækst, som Funktionens Argument (multipliceret med i) 
faar, idet z gennemløber Halvcirklen. Er nu ø = a-\-j3i 
(a>l), viser (16), at vi kunne sætte C(^) = l-j-A;, 
hvor \k\<,Sa — 1; da man har 5^ = 1, 6 ..., vil |A;| 
være en ægte Brøk, saa længe den reelle Del af z er 
større end et vist Tal /, der ligger mellem 1 og 2. 
Saa længe man har | A: | < 1 , kan imidlertid 1 -f- A: ikke 
beskrive en Kurve, der gaar rundt om Nulpunktet, og 
Funktionens Argument kan derfor ikke faa en Tilvækst, 
der naar 1. Bevisets Mangel ligger derfor deri, at vi 

17* 
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ikke kende den Forandring i Argument, som hidrører 
fra den Del af Cirkelperiferien, hvis Projektion falder 
mellem J og /. Formlens Rigtighed er imidlertid bevist 
af Mangold*, der støtter sig paa en Sætning af Hada- 
mard, som straks vil blive omtalt. 

10. Give vi a Tilvæksten 1 , faa vi over de reelle 
Tals Akse en Tilvækst af Røddernes Antal, der paa 

forsvindende Led nær er 7=5— ^ n— » en Størrelse, der vokser 

i det uendelige med a. 

Forstaa vi ved a^fii to konjugerede Nulpunkter, 
se vi nu let, at Rækken 

\( J__ L \ -y 2(^— g) 

^{z — a — ^i z — a-^pi) ^ {z—af^Ø" 

er ubetingent konvei^ent. Tage vi nemlig de Led, for 
hvilke /9 ligger meUem n og » -i- 1 , hvor n er et meget 
stort Tal, vil Leddenes Antal være mindre end Ifi og 
Summen af deres Moduler derfor mindre end 

^\z — a\l{n^l) 



men den Række, i hvilken dette Led er det almindelige, 
er konvei^ent for aUe endelige z. 

Riemann ants^er, at man for alle Nulpunkterne 
har a = -J eller med andre Ord, at Ligningen ^(t) = O 
har lutter reelle Rødder, en Sætning, der imidlertid ikke 
er bevist. Hadamard har bevist**, at ${f) taget som 
Funktion af f er af Genren Nul. Hadamards Sætning 
siger altsaa, at man har 



* Sitzungsberichte der konigl. preuss. Academie der Wissenschaften 

1894. 
** Liouvilles Journal 1893. 
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c'(0 = ^(i-{)(i-9---' (23) 

hvor A = f (0) er en Konstant. Det er paa denne Sæt- 
ning, at Mangold støtter sit Bevis, medens vi ovenfor 
ere gaaede den modsatte Vej uden dog at gaa ind paa 
at vise, at Polynomiet G reduceres til en Konstant. 

11. Vi faa et nyt almengyldigt Udtryk for C{z) ved 
Anvendelse af Summationsformlen Pg. 181, der giver 

Vi kunne ogsaa begynde Summationen længere 
henne i Rækken og faa da 






(n-\y 

+ e>)_^_l«-^«^^ (25) 



Her aftager Restintegralet mod Nul, naar n vokser 
i det uendelige, og den reelle Del af z er positiv; man 
har derfor i dette Tilfælde 



1 , , 1 



H 



l—z 



CW= l + 27+--- + 2T^. + -l (»==^)- (26) 



Nu fandt vi tidligere (59), at Rækkens Sum for 

z = I -{-pi var ubestemt, men faldt paa en bestemt 

1 
Cirkel med Radius - . Den ubestemte Del hæves netop 

p 
af sidste Led i (26), og Cirklens Centrum vil derfor be- 
stemme Funktionens virkelige Værdi. 
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Hvis z er et negativt helt Tal, kunne vi let finde 
Funktionens Værdi ved Hjælp af (24) , idet vi i Rest- 
integralets Tæller anvende Binomialformlen og benytte 
Udtrykket Pg. 182 for de Bernoulliske Tal. Man finder 
paa denne Maade 

C(0) = -i; c(-l) = -^; a-2) = 0; 

C(-2»+l) = (-l)»liJ^„_,. 

For andre Værdier af z kunne vi paa lignende 
Maade benytte (25), men vi maa her ved Benyttelse af 
Binomialformlen lade n vokse i det uendelige, da y 
vokser i det uendelige; vi faa derved for Restintegralet 

^"^ U^w 8^ 1.2.3n« +-j' ^"^^^ 

hvor vi kunne afbryde Rækken efter et vilkaarligt Led, 

men Formlen gælder da kun for en vis Del af Planen. 

Er saaledes B, z'> — 5, falde Leddene i (27) efter de to 

anførte bort; tilføjes da de to Led til højre Side af (26), 

faa vi en Formel, der gælder, naar den reelle Del af z 

er større end — 5. 

1 

12. Man kan for C(z) j danne en Række, der 

^ ' z — l 

gaar frem efter Potenser af z og gælder for hele Planen, 
idet man udvikler Tælleren i Restintegralet i (24) efter 
Potenser af z; man faar derved som Koefficient til ^" 



FUNKTIONERNE ^2:) OG ^{z). 



26H 



Man finder her (Gram) 

A = 1 — iZ2;r == 0,081061466795 . . . 






0,003178227954 . . . 
0,000785194477 . . . 



Jensen og Stieltjes have givet Rækken en lidt anden 
Form ; de følgende Koefficienter hidrøre imidlertid fra en 
Meddelelse af Gram, der har ført Beregningen længst 
frem; han har fundet 

C{l-z) = —-+0,5772156649015328 ... (C) 

z 



— z 0,0728158454836767.. 
+ / 0,0003423057367172.. 
-\-z' 0,0000066110318108.. 

— / 0,0000001046209459 . . 

— z' 0,0000000000947826 .. 
+ z" 0,0000000000067686 . . 

— z" 0,0000000000000044 . . 
— 2« 0,0000000000000002 . . 



— z" 0,0048451815964361 .. 
+ z' 0,0000968904193944 . . 

— z' 0,0000003316240908 . . 

— z' 0,0000000087332180.. 
+ z" 0,0000000000565841 . . 

z'^ 0,0000000000003492 . . 
z" 0.0000000000000024 . . 



a 



ANVENDELSE PAA PRIMTALTEORIEN. 

13. Af den Eulerske Formel (21) faa vi ved at lage 
Logaritmen og udvikle de enkelte Led i Række 

2>-' + i l'p-^ + ^ l'p-'' +... = / :{z) , (29) 

gældende for den reelle Del af z større end 1. Sætte vi 
C(2) ^ 1 + «5 altsaa 



= 2-' +3- -1-4 



1 — Z 



. . . ; I ^(z) = a — -^ a-\- ^ a — . . . , (30) 



—z 



se vi Formlens identiske Karakter. Leddene i l'p 
findes nemlig hvert een Gang i «, men ikke i de følgende 
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Led ; Leddene i l'p-^ findes hvert een Gang i a og mul- 
tipliceret med — I i — tJ«', men ikke i de følgende Led 
og saaledes videre; man viser nemlig let, at man ikke 
for den samme Funktion kan have to forskellige Række- 
udviklinger af den angivne Form. Vi faa derfor ogsaa 
en Idenditet, hvis vi paa begge Sider af (29) kun med- 
tage alle de Led kn-', hvor n er mindre end et vil- 
kaarlig givet, positivt, ikke helt Tal x. Det samme 
gælder om en Uendelighed af andre Formler, som kunne 
udledes af (29) ved at differentiere, integrere, ved for z 
at sætte z-\- 1 o. s. v. Vi ville særlig i Formlen for z 
sætte en Konstant; er denne a, kunne vi først for z 
sætte z -\-a og derpaa 2 = 0; vi ville derfor altid forud- 
sætte, at den Værdi, vi skulle indsætte, er z = 0. 

Vi kunne paa denne Maade paa. venstre Side af 
Lighedstegnet faa en Mængde Summer af Funktioner af 
de Primtal, der ere mindre end x. Saaledes faa vi i 
(29) for I? = O Antallet af de under x forekommende 
Primtal plus det halve Antal af Primtalskvadrater + o- s. v. 
For z = 1 faa vi Summen af de reciproke Værdier af 
Primtallene + o. s. v. Dififerentiere vi, og sætte vi derpaa 
5 = 0, faa vi med modsat Fortegn Summen af Prim- 
tallenes Logaritmer plus den halve Sum af Logaritmerne 
til Primtalskvadrateme o. s. v. ; med andre Ord, vi faa 
Logaritmen til et Produkt, der er dannet af alle Prim- 
tallene mindre end x, dog saaledes, at Primtallene 
mindre end Vx forekomme hvert to Gange, Primtallene 

3 

mindre end yx hvert tre Gange o. s. v. Dette Produkt 
er netop mindste fælles Multiplum for alle Tallene mindre 
end X. 

Vi multiplicere nu (29) eller en deraf dannet Lig- 
ning med x'. Rækken beholder derved sin Form, men. 
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hvor vi før havde w < a?, faa vi nu for n en uægte Brøk, 
medens de analoge Tal for hele den øvrige Del af 
Rækken blive ægte Brøker. For at faa Opgavens Løs- 
ning skulle vi da bortkaste den sidste Del af Rækken og 
i den tilbageblivende Del sætte 2 = 0. Vi kunne søge at 
udføre denne Operation ved Funktionen paa højre Side 
af Lighedstegnet, idet vi udvikle den efter Potenser af a ; 
dette fører til adskillige interessante Resultater, som 
imidlertid naturligst behandles i Talteorien; her ville vi 
kun direkte benytte Funktionen C(^)» og vi ville derfor 
søge at udtrykke den ovenfor beskrevne Operation paa 
en saadan Maade, at den kan anvendes paa en Funk- 
tion, uden at man behøver at udvikle denne i en Række 
af eksponentielle Led. For at opnaa dette ville vi bevise 
en Hjælpesætning. 

14. Ved en A-Funktion vil jeg forstaa en hel trans- 
cendent Funktion af 2 = r (cos 6 -\- i sin ff) , der for alle 
Punkter paa den ene Side af en vis ret Linie og paa 
selve Linien er endelig eller saaledes uendelig for uende- 
lige r, at dens Modulus er af lavere Orden end rP^ hvor 
p er et endeligt, positivt Tal. 

Som Eksempler kunne vi nævne e*' {k > 0) , der er 
endelig til Venstre for en Linie, parallel med de imagi- 
nære Tals Akse i endelig Afstand fra denne, men for 
Øvrigt saa langt til Højre, som man vil. Endvidere 
z^''^ der paa venstre Side af den nævnte Linie vokser i 
det uendelige som r. 

Ved en til ^-Funktionen hørende B-Funktion for- 

staar jeg en entydig Funktion , der paa den anden Side 

af den nævnte Linie er endelig for r = 00. 

1 
Som Eksempler nævne vi e~** og . 
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De to Dele af Planen, i hvilken vi betragte de to 
Funktioner, behøve ikke nødvendigt at være, som vi her 
have taget dem; det, det kommer an paa, er, at de til- 
sammen fylde hele Planen. 

Sætningen lyder da saaledes: 

Dersom en Funktion kan deles i en A-Funktion og 
en dertil hørende B-Funktion, kan Delingen , bortset fra 
et konstant Led, kun ske paa een Maade, 

Lad os nemlig antage, at den delte Funktion er 
A-\- B^ og at den ogsaa lader sig dele i A-\-C o^ 
B — C. C maa da baade være en ^.-Funktion og en 
i?-Funktion ; den er derfor en hel transcendent Funktion, 
der i hele Planen for voksende r er af lavere Orden 
end r^. C kan da udvikles i en i hele Planen gældende 
Potensrække l'aqz^, hvor vi ifølge Cauchys Sætning have 



a 






hvor Integralet tages paa en Cirkel med Centrum i O og 
Radius r. Da den anden Faktor under Integraltegnet 
har Modulus 1, og | C| for r = oo er af lavere Orden 

• 

end den ^de, faar man ag = O foT q'>p, C maa saa- 
ledes være et Polynomium, hvis Grad er lavere end p. 
Nu skal C imidlertid som 5- Funktion holde sig endelig 
for r = 00 paa den ene Side af Grænselinien; dette 
medfører, at C maa være en Konstant. q.e,d. Kende 
vi ^-Funktionens Værdi for en vis Værdi af 2-, er C = 0. 

15. Vi se nu let, at den Deling, som de nævnte 
talteoretiske Problemer kræve, netop er en Deling i en 
^-Funktion og on JS-Funktion. 

Efter Multiplikation med af har den uendelige Del 
af Rækken den Form, som vi betragtede i Eks. 3 Pg. 156. 
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Den er derfor endelig paa højre Side af en vis ret Linie, 
parallel med de imaginære Tals Akse; tage vi Grænse- 
linien lidt til Højre for denne, bliver Funktionen en JS- 
Funktion, der hører til den ^-Funktion, som dannes af 
Rækkens første Del. Det er klart, at hvis vi fra A- 
Funktionen subtrahere en ^4-Funktion med samme Grænse- 
linie, bliver der en ^-Funktion med samme Grænselinie 
tilbage. 

Vi kunne nu udtrykke Delingsprocessen paa en 
saadan Maade, at den er uafhængig af Funktionens 
Form, og have saaledes den almindelige Løsning af de 
nævnte talteoretiske Problemer reduceret til følgende 
Form: 

Man skal dele Funktionen IC{^) ^^er en af de ana- 
loge, efter Multiplikation med x', i en A- Funktion og en 
B-Funktion. Problemets Løsning er da Værdien af 
A-Funktionen for z = 0. 

Vi ville nu anvende vor Operation paa nogle Udtryk, 
som benyttes i det følgende; Grænselinien er overalt 
den tidligere nævnte Linie, parallel med de imaginære 
Tals Akse. 

ax' er en J-Funktion, der bliver a for z = 0. Et 
konstant Led bliver derfor uforandret ved Operationen; 
det samme gælder om en konstant Faktor. 

zPaf{pZ>0) er en ^-Funktion, der falder bort for 

^ = 0. 

1 
Et Led af Formen giver 



af x' — x^ x^ 

r z ^ > 



z^a z — a z — a 
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hvorved Delingen er udført. Resultatet bliver saaledes 

jif — 1 



a 



(30) 



Et Led af Formen -. ., giver 

{z-a)- 

X' x^ — x^ — (2 — a)x^lx 



{.z-af {z - ay 

der giver 



B, 



rt' 



(31) 



For et Led af Formen II 1 i sætte vi 



t/a 

hvor den imaginære Del holdes konstant ved Integra- 
tionen; Logaritmen bliver derved bestemt saaledes, at den 
er reel for positive Tal. 

Da Integralet kan opfattes som en Sum, kunne vi 
anvende Operationen under Integraltegnet og faa derved 
Resultatet 



>— CO 

.^dj,. (32) 



'a 



Er a positiv, træffe vi paa Integrationsvejen Polen 
O med Residuet 1, og vi faa derfor herfra et Led ^ Tre, 
eftersom vi bøje om Punktet til den ene eller den anden 
Side. 
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Eks. 1. Vi ville betragte Funktionen — C{^)-^{^)^ 
der, som vi have set, tjener til Bestemmelse af IMx, hvor 
Mx er mindste fælles Multiplum for Tallene mindre end 
X. Nu have vi ifølge (20) og (8) 

(l-.)C(^) = C(0) A^/7(l + ^Jr^~»/7(l— ^), (33) 

hvor n har Værdierne 1, 2, 3 . . ., og a betegner et af 
de ubekendte Nulpunkter, der ere ordnede efter deres 
Moduler. Heraf følger 

— tÆi ^ ~r::^"^A^+l^~2^)""2^~2^^""^J3^- ^^*) 

Her giver det første Led ved Operationen x — 1, 
medens det andet giver 






Det sidste Led giver 



^1=^, 



a 



men vi have 

hvor ifølge 12 Størrelsen paa venstre Side er — /(2;r). 

Vi faa saaledes, idet vi i sidste Led samle de kon- 

jugerede Nulpunkter og medRiemann antage a = ^-\-i^<, 

, Ti^ l/Gi X 1 7/-t 9x 1. ^ cos3lx-4-^Bsm3lx ,^^. 
iMa: = a; — ^(2;:) — i/(l — ar-2)— ^2 > ^ T, ^^ ^^. (35) 
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Eks. 2. Sætte vi r-;- 1 for z, faa vi ved vor Ope- 
ration bestemt Funktionen 



hvor Nævnerne ikke maa overstige x; vi have da 



C(^+l) 



_1_ y( ^ L-Ui- 



11 



Del første Led giver Ix, det andet 



-rar-'4-— «~*+. . . 






1 



X 



det sidste giver 



1 Æ«-* 

a— 1 a — 1 



Man finder herved, at det konstante Led bliver 



altsaa 

N, = /^ + ii^+i 
^ ^ æ — 1 



C'(^+l) , 1 



K(«+l) ' ^ 



= -C, 






— cos y9Zj; + 2/9 sin y9^ 



(36) 



Eks. 3. Sætte \\ z-\- \ for 2, bestemme vi Funktionen 
hvor Tallet under Rodtegnet ikke maa naa æ. Vi finde her 



hvor Konstanten er omtrent — 2,7. 



C'a)_22-!E^f, (37) 



Cd) 



^ 
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Her have vi i Restsummen faaet det Led alene, som 
ved alle disse Opgaver vanskeliggør Bestemmelsen af 
Grænser for det diskontinuerte Led; dersom man kunde 
vise, at det svinger inden for endelige Grænser, vilde 
derved for alle Opgaverne være bestemt Ordnen af den 
Fejl, som man for æ voksende i det uendelige begaar 
ved kun at benytte den kontinuerte Del af Resultatet. 

Vi kunne imidlertid vise, at denne danner en Art 
Middelværdi, thi sætte vi ev for æ?, faa vi Middelværdien 
af Restsummen, idet y gaar fra a til b 



-^2 

•Ja 



sin Py dy 1 V! ^^^ ^^ "~ ^^^ ^^ 



~ h-a^ 



P h-a^ ^ 



Her er Tællerens Modulus højst 2, saa at Modulus 
til den søgte Middelværdi er højst 

2 



6— a 



Den her indgaaende Sum kan imidlertid let bestemmes, 
idet man differentierer (34) og derpaa sætter 2 == i; 
man finder derved for Summen omtrent 0,03, saa at den 
søgte Middelværdi er nærved Nul, naar b — a ikke er for 
lille. Da den mindste Værdi af fi ifølge Mangold er 
større end 12* (den er rimeligvis større end 14), aftager 
2*/?"^'* stærkt, naar n vokser. 

Eks. 4. Riemann betegner ved f{æ) Antallet af 
Primtal, plus det halve Antal af Primtalskvadrater, 
plus o. s. V., som findes mellem Tallene mindre end .r. 
Den Funktion, vil skulle operere med for at bestemme 



* Den her fundne Værdi giver os 2/9-2 <: 0,03, og derved fi'>S] 
ved at beregne S/S—'^ kan man faa Grænsen højere. 
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dette Antal, er l^{z). Idet vi benytte (33), kunne vi 
udelade de eksponentielle Faktorer, da disse give Led af 
Formen kz, og saadanne Led falde bort ved vor Opera- 
tion. Ifølge 11 faa vi C(0) = — \, 

Det vigtigste Led bliver — /(I — 2), der ifølge (32) 
giver 

X' -m \ (a/X t" • / \ 



-« 



Vi have set, at der i dette Led, da a = 1 er posi- 
tiv, indgaar et Led l{ — 1); dette hæves imidlertid af det 
tilsvarende Led fra l{ — \)\ vi sætte derfor det konstante 
Led lig — /2 og forstaa da ved Integrallogaritmen* 

Ix l^x fx 
U(x) = C+«Æ? + j + ^-2^ + g-yj+... 

Fra et Led //l + ^\ faa vi 



('+é) 




v-idx = X;^ 




Her er der ikke noget imaginært Led at tilføje, da 
Nulpunkterne ere negative. Summere vi for w = 1, 2, 3 . . ., 
faa vi 



X 




1 dx 



\xlx^ 



et Led , der aftager meget stærkt med voksende a , og 
som for .r = 2 er omtrent |. I det Hele taget kunne 
vi mærke os, at et Nulpunkts Betydning aftager over- 



Se f. Eks. Gram: Om Mængden af Primtal, Pg. 81. 
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ordentlig stærkt, efterhaanden soin det rykker til Venstre. 
Sætte vi saaledes f. Eks. 2-1-12 for z^ bliver den Funk- 
tion, vi bestemme, Summen af de reciproke Værdier af 
Primtallenes tolvte Potenser plus o. s. v. Her rykker 
Polen 1 og alle Nulpunkterne 12 til Venstre, og de reelle 
faa for store a en ganske forsvindende Betydning. Det 
konstante Led bliver derimod /^ (l^)? som netop er den 
søgte Sum for ;» = go. Da nu de Tal, der ere større 
end ar, for store æ bidrage forsvindende lidt til Summen, 
maa ogsaa de imaginære Nulpunkter være uden kendelig 
Betydning. 

Idet vi samle de fundne Resultater, faa vi 



00 



m = L/(.)+V^J^-;2^2.*jy-^;|^"A-rf,, (38) 

t/ar Jj 

hvor det sidste Led er dannet, idet vi for y have sat 
y -\- ^i og samlet de Led, der høre til konjugerede Nul- 
punkter. Ogsaa her er det kun det sidste Led i Brøkens 
Tæller, der volder særlige Vanskeligheder. Saa langt 
som man har optalt Primtallene (til 1000 Mill.), stemmer 
det søgte Tal forbausende godt med Li{æ), 

Formlen (38) er den samme, som er given af Rie- 
mann, naar en Fejl i dennes konstante Led bliver rettet. 

16. Riemann har udledt (38), idet han først har 
udtrykt f{x) ved et bestemt Integral; til dette kan man 
komme paa følgende Maade (der er forskellig fra Rie- 
manns). 

Man behøver blot at vise, at (a positiv) 

-^ = j|, eftersom ^ = 1 ; (39) 

a — toe I O 

18 
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man faar nemlig derved 



la+t 00 






; — too 



thi ved Integrationen falde alle de Led, der høre til 
vor B-Funktion bort, medens de andre give det samme, 
som vi faa, naar vi i ^-Funktionen sætte z = O, 

For at bevise Formlen (39) integrere vi langs Siderne 
af et Rektangel med Vinkelspidserne a — eoo, a-\-ioo, 
— b-\-i(x>, — b — iæ, hvor b er positiv. 

I Rektanglet findes ingen andre Poler end O, der 
har Residuet 1 , og Integralet med den foranstaaende 
Faktor har derfor Værdien 1. Vi kunne lade b vokse i 
det uendelige, da vi ikke derved optage nogen Pol i 
Rektanglet. Nu er imidlertid for .r > 1 Funktionen Nul 
paa de tre uendelig fjerne Sider, og Integralets Værdi 
hidrører derfor blot fra Siden til Højre. Er derimod 
.r < 1 , bliver det Siden til Venstre, der giver Integralets 
Værdi, medens det, taget langs Siden til Højre, er Nul. 
For Æ? = 1 ser man let, at Værdien bliver |. 



275 



KAPITEL IL 

DOBBELTPERIODISKE ENTYDIGE FUNKTIONER. 



NULPUNKTER OG POLER. 

17. Vi have ved tidligere Undersøgelser truffet en- 
tydige, dobbeltperiodiske Funktioner; vi ville nu under- 
søge, hvilke Egenskaber en Funktion maa have, naar 
der kun er givet om den, at den er entydig, dobbelt- 
periodisk og i hele Planen uden væsentlig singulære 
Punkter. 

Periodiciteten bestemmer en Inddeling af hele Planen 
i et sammenhængende Net af kongruente Parallelogrammer, 
og i disses ensliggende Punkter antager Funktionen de 
samme Værdier. Heraf følger nu straks , at Funktionen 
i hvert Parallelogram maa have en eller flere Poler ^ thi 
i modsat Fald var den hel transcendent og kunde i hele 
Planen ikke blive uendelig, men dette vilde medføre, at 
den var konstant. 

Hvis z gennemløber Omkredsen af et Periodeparal- 
lelogram, vil den dobbeltperiodiske Funktion paa de 
modstaaende Sider gennemløbe de samme Værdier, blot 
i modsat Orden. Heraf følger, at Integralet af en saa- 
dan Funktion, taget langs Omkredsen, maa blive Nul; 
dette viser, at Summen af Residuerne i et PeriodeparaU 

18* 
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lelogram er Nul, Det mindst mulige Antal af Poler i et 
saadant Parallelogram er derfor to, der imidlertid kunne 
falde sammen. Er Antallet af Poler n (idet en af Ordnen 
k tæller som k)^ og kan der ikke dannes Periodeparal- 
lelogrammer med mindre Areal end de givne, siger man 
om Funktionen, at den er af Ordnen n. Der eksisterer 
saaledes ingen dohbeltp. Funktioner af første Orden. 

18. Er <p{z) dobbeltp., gælder det samme om 
<p\z):fp{z)\ benytte vi denne Funktion ved Integrationen, 
bliver derfor Integralet ogsaa Nul. Dette Integral be- 
stemmer imidlertid det Tal, vi Pg. 191 betegnede ved n. 
Heraf følger altsaa, at en dohbeltp. Funktion i et Periode- 
parallelogram bliver lige mange Gange O og cf^. Da 
(p{z) — a ogsaa er dobbeltp. og bliver uendelig som <p{z)^ 
kunne vi ogsaa sige, at Funktionen i Parallelogrammet 
antager enhver Værdi lige mange Gange. 

Funktionen z<p\z):(p{z) antager ikke de samme 
Værdier i tilsvarende Punkter af to modstaaende Sider, 
idet Faktoren z faar Værdier, hvis Forskel er en Periode 
a. Benytte vi Funktionen ved Integrationen, kunne vi 
derfor, i Stedet for at integrere langs de to modstaaende 
Sider, integrere a(p\z): <p{z) langs den ene af Siderne; 
det ubestemte Integral bliver derved alf{z), og da <p{z) 
har samme Værdi i de to Endepunkter af Siden, vil 
Integralets Værdi, divideret med 2;r^, blive a multipli- 
ceret med et helt Tal ; da den samme Betragtning gælder 
for det andet Sidepar, faa vi 

n^—\-rT^dz = Sum af Perioder. (1) 

2;r^J <p{z) ^ ^ 

Betydningen af dette Integral ses let; det bestemmer 
som bekendt Summen af Residueme for Funktionen 
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under Integraltegnet; borttages Faktoren z af Tælleren, 
er Residuet + 1 for ethvert Nulpunkt og — 1 for enhver 
Pol; idet Faktoren z kommer til, faa vi Led af Formen 



Z—a — \ z—a) 



da nu, som nylig vist, 2*^ 1 = O, have vi Sætningen: 
/ ethvert Periodeparallelogram er, paa Perioder nær. 
Summere, af Nulpunkterne lig Summen af Polerne, 

Denne Sætning skyldes Liouville, der dog har bevist 
den paa en anden Maade. 

Da <p{z) — a, hvor a er en vilkaarlig Konstant, er 
dobbeltperiodisk med de samme Poler som (p{z) og 
bliver Nul, naar (p{z) = a, kan Sætningen udvides til 
den, at Summen af alle de Punkter, i hvilke Funktionen 
antager Værdien a, er den samme for alle Værdier af a, 
bortset fra hele Perioder. 

19. Have to dobbeltp. Funktioner de samme Nul- 
punkter og Poler, kunne de kun være forskellige ved en 
konstant Faktor, thi deres Forhold er endeligt i hele 
Planen og er derfor en Konstant; vi ville anvende dette 
til at bevise en vigtig Sætning. 

Lad u = (p{z) være en dobbeltp. Funktion af anden 
Orden, og lad a og J være dens Poler; (p\z) bliver da 
to Gange uendelig i hvert af disse Punkter og ikke i 
andre Punkter; denne Funktion, der er dobbeltp. og har 
det samme Periodeparallelogram som w, bliver saaledes 
fire Gange uendelig og har derfor 4 Nulpunkter; lad 
disse være a, /9, y og <J. Vi betragte nu den dobbeltp. 
Funktion med samme Periodeparallelogram 

w = {<p{z)-<p{a)){<p{z)-<p{^)){<p(z)--(p{r)){(p{z)-<p{d)y 
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Den bliver to Gauge Xul i hvert af de fire Punkter, 
thi for hvert af disse er ikke alene ir = O, men ogsaa 
!<:'= O. Den har altsaa sine Nulpunkter fælles med 
{^'(2)y. w bliver endvidere uendelig, naar ip{z) er uende- 
lig og derfor fire Gange uendelig i hvert af Punkterne 
a og b. Nu er <p\z) to Gange uendelig, hvor <p{z) er 
een Gang uendelig, te og {f{z)f have saaledes o^aa 
deres Poler fælles. Man faar derfor, idet Multiplikationen 
i Udtrykket for w udføres, en Ligning af Formen 

(^y= Ati*^Bii^^Cu^^I>u+E, (2) 

der viser, at en dobbeltperiodisk Funktion af anden Orden 
er en elliptisk Funktion. Dersom Punkterne a og ^ 
falde sammen, kunne vi anvende en lignende Betragtning, 
men vi faa da for u* et Polynomium af tredje Grad. 
20. Da Funktionen (p{z) har en Pol i a, kan 'den 

fra dette Punkt udvikles i en Række, der har det ene 

k 

brudne Led , hvor k er en Konstant; ombvtte vi z 

z—a' J_^ 

med aA-h — z, faa vi det brudne Led 5-; men da 

' z—b 

Residusummen er Nul, vil <p{z) ved at udvikles fra h 
netop faa det samme brudne Led. Da f {z) og (p{a-\-b—z) 
saaledes forholde sig ens i deres Poler, kan deres Diffe- 
rens ikke blive uendelig og niaa derfor være en Kon- 
stant; sætter man ^z = a + ft, ser man, at denne Kon- 
stant er Nul; man har altsaa identisk 

ip{a^b — z) = <p{z), (3) 

hvoraf atter 

<p\a + b-z) = -<p\z), (4) 

Vi ville benytte dette til at bevise følgende Sætning 
af Liouville: 
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Dersom F(z) er en dobbeltp. Funktion^ der har samme 
PeriodeparallelograrrL som <p (z), kan F(z) udtrykkes ratio-- 
nalt ved ip(z) og f(z). 

For at bevise dette betragte vi de to Funktioner 

^{z) = F{z)^F{a+b-z) og ^.(^) = ^Mz^g±Ézf) ; 

ffyz) 

de blive begge uforandrede, naar z ombyttes med 
a + J — z. Deres Nulpunkter og Poler maa derfor par- 
vis have Summen a + ^; ^r ^{^) sif Ordnen n med 
Polerne a^, o^, ... a„, faar ^(2) de samme Poler og 
desuden Polerne a-\-b — a^, a-\-h — «,, ..., saa at ^ er 
af Ordnen 2n. Lad endvidere ^{z) have Nulpunkterne 

Al A • • • /^»»' ^^^ ^^^ valgte saaledes mellem de 2w Nul- 
punkter, at ikke to af dem have Summen a-\-b, <p{z) 
har da ogsaa Nulpunkterne a-\-b — fi^, ^+^ — /?2 ••• ^^ 
slutte heraf, at man maa have 

hvor A; er en Konstant; man ser nemlig let, at (f;{z) og 
Brøken have de samme Nulpunkter og Poler. (/f{z) er 
saaledes en rational Funktion af ^{z). 

</f^(z) bliver ogsaa uforandret ved Ombytningen af z 
med a-\-b—z og kan derfor skrives ligesom <p{z); der- 
ved bliver Nævneren den samme, thi <pj{z) har de samme 
Poler som (p{z); vi kunne nemlig vise, at Nulpunkterne 
i ^\z) ogsaa ere Nulpunkter for Tælleren. Disse Nul- 
punkter findes ved Hjælp af Ligningen ^\a-\-b-z) = -<p\z\ 
der viser, at \{a-\^b) maa være et Nulpunkt eller en Pol; 
det sidste er imidlertid umuligt, da der ikke er andre 
Poler end a og 6. Paa samme Maade se vi, at vi ogsaa 
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faa Nulpunkter, naar vi til ^{a-\-b) lægge det halve af 
en Periode eller det halve af Periodernes Sum; vi have 
saaledes bestemt Nævnerens fire Nulpunkter og se straks, 
at disse ogsaa ere Nulpunkter for Tælleren. 

Vi faa saaledes, idet A, B og C betegne Polynomier 
af nte Grad i ^{z), 

F{z)-\-F(a + b-z) = ^; F(z)-F{a + b-z) = ^^ 

og deraf 



C 



PRIMÆRE FAKTORER. 



(5) 



21. Da de dobbeltp. Funktioner ifølge vor For- 
udsætning i hele Planen ikke have andre singulære 
Punkter end Poler, kunne de fremstilles under Formen 
(7) i 98. Vi ville søge at bestemme Graderne af Poly- 
nomierne g og jfc ; er a et af Nulpunkterne, ville vi derfor 
søge, hvilken Værdi vi skulle give «, for at I!\a\~^ kan 
blive konvergent. 

I hvert af Planens Punkter z oprejse vi en vinkel- 
ret, hvis Længde er 1 2? |"""; vi faa derved en Omdrejnings- 
flade, der i det uendelige nærmer sig til Planen. Idet 
vi lade a betegne et af Nulpunkterne i et Periodeparal- 
lelogram og de analoge og tænke os Parallelogrammets 
Areal lig 1, repræsenterer lap^ Volumen af et Prisme 
med denne Størrelse til Højde og Parallelogrammet til 
Grundflade; lade vi Prismet foroven begrænses af Oni- 
drejningsfladen , faa vi et andet Volumen, hvis Forhold 
til Prismet nærmer sig til 1 for fjerne Parallelogrammer. 
Den søgte Sum vil derfor være endelig eller uendelig 
samtidig med det af Planen og Omdrejningsfladen 
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begrænsede Volumen. Nu er dette Volumen 

der for uendelig store r bliver endeligt for a>2. Vi 
maa derfor, for at faa en konvergent Modulusrække, 
sætte a ^ 3. Vi have kun betragtet et enkelt Nul- 
punkt i hvert Parallelogram, men da der i et saadant 
kun er et endeligt Antal, bliver Resultatet ikke derved 
forandret. Den samme Betragtning kan anvendes paa 
Polerne. 

Heraf følger, at vi for det til a svarende Led i 
Funktionens logaritmisk afledede maa tage (97) 

^ +l + å. (6) 



Z—a a a 



saa at Polynomierne g og k ere af anden Grad; derved 
ere Tællerens og Nævnerens primære Faktorer bestemte. 
Tilbage have vi at bestemme den hele transcendente 
Funktion (eller det Polynomium) (?', der muligvis skal 
føjes til Rækken af Leddene (6). 

Er Funktionen dobbeltp., maa det samme gælde om 
dens logaritmisk afledede og ogsaa om dennes afledede; 
denne bestaar, afset fra 6r", af Led af Formen 



± 



\{z~ay aV' ^^^ 



øverste Fortegn for Polerne, nederste for Nulpunkterne; 
disse Led danne en i hele Planen ubetinget konvergent 
Række, og man ser let, at dennes Sum ikke forandres, 
naar z faar en Tilvækst af en Periode. Rækkens Sum 
er derfor en dobbeltp. Funktion med den givne Funktions 
Perioder. Deraf følger, at den ubekendte Funktion 6r", 
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der muligvis skal tilføjes, kun kan være en Konstant, 
thi en i hele Planen holomorf Funktion, der ikke er 
konstant, kan ikke være dobbeltperiodisk. G kan saa- 
ledes højst være af anden Grad, og vi have derved vist, 
at en dobbeltp. Funktion kan skrives som Forholdet mellem 
to hele transcendente Funktioner af Genren 2. 

OM PERIODEPAR. 

22. Dersom et Parallelogram er sammensat af flere 
Periodeparallelogram mer, er det selv et Periodeparallelo- 
gram; omvendt kan et Periodeparallelogram undertiden 
deles i flere mindre; vi ville antage, at vi have givet et 
saadant Parallelogram, hørende til en given Funktion, 
at der ikke for denne kan dannes Periodeparallelogrammer 
med mindre Areal. De derved bestemte Perioder, som 
vi ville kalde æ^ og co^ , kaldes et primitivt Periodepar ; 
vi ville vise, at enhver anden Periode kan skrives som 
^ft>i + Wft>2, hvor m og n ere hele Tal. 

Ere Perioderne a^+^^i og 03+/?,^', bliver som 

bekendt det derved bestemte Parallelograms Areal, uden 

Hensyn til Fortegnet, lig Determinanten (a^, ^g); anvende 

vi nu paa de to Perioder en lineær Ændring, idet vi 

sætte 

a)[ = m^a),+ n,æ^; co\ = m^a)^-\-n^æ^ (8) 

bliver, ifølge en bekendt Sætning, den til {o}[, wl) hørende 
Determinant lig den oprindelige, multipliceret med Sub- 
stitutionsdeterminanten (m^, wj; vi kunne udtrykke dette 
saaledes : 

Anvender man en lineær Ændring paa et Paral- 
lelogram, vil dettes Areal blive multipliceret med Substitu- 
tionsdeterminanten. 



1 
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Heraf følger nu, at alle Periodepar kunne dannes 
af et primitivt Par ved lineære Ændringer med hele 
Koefficienter; hvis vi nemlig i (8) have et Periodepar, 
hvor^tWj, Wj, m, og n^ ikke ere hele, kunne vi ved Be- 
nyttelse af co^ og o)^ let danne et nyt Periodepar, for 
hvilket Koefficienterne ere ægte Brøker med en Deter- 
minant mindre end 1. Dette er imidlertid umuligt, da 
det strider mod vor Definition af et primitivt Periodepar. 

Vi se tillige heraf, at to primitive Periodepar dannes 
af hinanden ved en Ændring med Determinanten ±1. 
Af saadanne Ændringer ere de simpleste 

a)[^a)^; a)[ = — w^ og w[ = a)^; <W2^±«'i + ^2^ i^) 

der have Determinanten + 1. Ved den første danne vi 
af et Parallelogram et dermed kongruent Naboparallelo- 
gram ; ved de andre danne vi et nyt Parallelogram med 
uforandret Grundlinie og Højde. 

23. Da et givet Periodeparallelogram kun bestemmer 
det tilsvarende Periodepar paa Fortegnet nær, ville vi 
her træffe en nærmere Bestemmelse, idet vi ville skelne 
mellem første og anden Periode og give disse henholdsvis 
Index 1 og 2. Disse skulle da bestemmes saaledes, at 
Vinklen fra den første til den anden skal være positiv 
og mindre end tt. Dette medfører, at Koefficienten til i 
i Periodeforholdet æ^iw^ er positiv^ og at Parallelo- 
grammets Areal, maalt ved a^^^ — ^^a^, er positivt. For 
at holde fast paa denne Regel ved Dannelsen af ny 
Periodepar maa vi da vedtage kun at benytte lineære 
Ændringer med positiv Determinant. Denne Regel med- 
fører, at vi kunne ombytte de to Perioder, men da sam- 
tidig maa lade den ene skifte Fortegn. Et givet Paral- 
lelogram bestemmer saaledes, bortset fra Ændringer, ved 
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hvilke begge Perioder skifte Tegn, kun to Periodepar, og 
disse kunne udledes af hinanden ved den første Ændring (9). 
I Stedet for at betragte et Periodepar kunne vi, 
naar vi kun se paa Parallelogrammets Form, betragte 
Periodeforholdet, ved hvilket vi tage den anden Periode 
som Tæller; vi betegne dette ved det samme Bogstav 
som Perioderne, men uden Index; den almindelige lineære 
Ændring, der fører fra et primitivt Periodeforhold til et 
hvilket som helst, er da 

cw-\-d ^ ^ 

hvor a, J, c og d ere hele Tal, og Determinanten ad—bc 
er positiv; er dennes Værdi 1, vil det ny Forhold høre 
til et primitivt Periodepar. Anvende vi to saadanne 
Ændringer efter hinanden, kan dette erstattes ved An- 
vendelse af en enkelt Ændring af samme Slags, altsaa: 

Alle de lineære Ændringer ^ der overføre primitive 
Periodeforhold i hinanden, danne en Gruppe af Ændringer 
med Determinanten 1, 

24. Alle de til denne Gruppe hørende Ændringer 
kunne dannes ved successiv Anvendelse af de tre, der ud- 
ledes af (9): 



(O 



'=_l:tt> og aj'=w±l. (11) 



Vi kunne nemlig i (10), hvis a er numerisk større 
end c, addere et saadant helt, positivt eller negativt, 
Tal, at vi for a faa et Tal, numerisk mindre end c. 
Derved have vi anvendt den anden (11) et vist Antal 
Gange. Vi anvende nu den første (11) og faa derved et 
Udtryk af Formen (10) med a numerisk større end c. 
Idet vi vedblive paa denne Maade, udføre vi de samme 
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Regninger, som naar vi søge største fælles Faktor for de 
indbyrdes primiske Tal a og c, og vi niaa derfor tilsidst 
komme til en Brøk af Formen 






da vi kun have anvendt lineære Ændringer med Deter- 
minanten 1 , maa vi her have den samme Determinant, 
altsaa /? ^ 1. 

Da den første af Ændringerne (9) ikke forandrer 
Periodeparallelogrammet, medens de to sidste af dette 
bortskære en Del, men tilføje en dermed kongruent 
Dd, der er dannet af den første ved en Forskydning lig 
en Periode, maa Funktionen i to primitive Parallelo- 
grammer antage de samme Værdier det samme Antal 
Gange. 

Vi viste her, at Ændringerne (9) kunne overføre 
ethvert primitivt Periodeparallelogram til ethvert andet; 
det samme Bevis viser, at vi ved de samme Ændringer 
kunne overføre et hvilket som helst Periodeparallelogram 
til et andet med samme Areal. Heraf følger, at, hvis 
Arealet af et Parallelogram er n Gange større end Arealet 
af et andet, maa Funktionen i det føjste antage enhver 
af sine Værdier i n Gange saa mange Punkter som i det 
andet; man ser nemlig straks, at Sætningen er rigtig, 
naar det ene Parallelogram er (a>j, w^)\ det andet 
(wa;,, tt>j), og Sætningen maa da gælde almindeligt. 

Ved Hjælp af det her udviklede kunne vi nu udvide 
nogle af de tidligere beviste Sætninger. 

25. Dersom to dohbeltp. Funktioner have et fælles 
Periodeparallelogram, ere de algebraiske Fiinktioner af 
hinanden. 
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Lad u == f{z) og t? = F{z)^ henholdsvis af Ordnerne 
m og w, være de to Funktioner, og lad det fælles Periode- 
parallelogram indeholde de primitive Parallelogrammer 
henholdsvis p og q Gange. Til en given Værdi af u 
svare da i det fælles Parallelogram mp Værdier af z og 
derfor mp Værdier af v; til w svare tillige de med de 
mp Punkter i Parallelogrammet ensliggende Punkter i de 
analoge Parallelogrammer, men to ensli^ende Punkter 
give samme Værdi af v. Vi se saaledes, at der til hver 
Værdi af u svarer mp Værdier af v og paa samme 
Maade, at der til hver Værdi af v svarer nq Værdier af u. 
Dette medfører, at der mellem u og v maa eksistere en 
algebraisk Ligning, som i t; er af Graden wp, i u af 
Graden nq^ dog kun hvis vi kunne bevise, at v som 
Funktion af u ikke kan have andre singulære Punkter 
end Poler og algebraiske Forgreningspunkter. 

Lad nu z^ give u og v Værdierne u^ og v^, . Dersom 
z^ er en simpel Rod i Ligningen f{z) = w^, har man i 
Omegnen af u^ 

Z — Z^= {U — U^f(ll), 

hvor (p(u) er holomorf og ikke Nul i u^. Endvidere have 
vi, hvis z^ ikke er en Pol for i;, 

v—v^= {z—z;)<p^{z), 

hvor <p^{z) er endelig. Heraf følger 

V — v^^= {il — Wj)^, 

hvor A er endelig, u^ er saaledes ikke noget singulært 
Punkt for v, betragtet som Funktion af u. 

Er derimod z^ en Pol af mte Orden for t;, har man 

V = {z-^z;)-'^ip^(z), 
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Og Indsættelse af Udtrykket for z viser, at v faar en 
Pol af mte Orden i w^. 

Er z^ /?- dobbelt Rod, kunne vi dog anvende de 
samme Betragtninger, naar vi indføre en ny variabel, 
idet vi for u — u^ sætte (// — /i^y*; vi faa da i Ligningerne 
ovenfor // — //, for u — w^, eller, naar vi atter indføre w, 

der viser, at u^ er et Forgreningspunkt, i hvilket p Værdier 
falde sammen. Idet vi endelig for w = oo paa sæd- 
vanlig Maade indføre den reciproke Værdi, komme vi 
til det Resultat, at v som Funktion af u ikke kan have 
andre singulære Punkter end Poler og algebraiske For- 
greningspunkter, og den opstillede Sætning er derved bevist. 

26. Den algebraiske Lignings Grad kan i specielle 
Tilfælde blive lavere; vi kunne nemlig bevise følgende 
Sætning: 

Hvis Funktionerne u og v begge blive uforandrede 
ved den samme Gruppe af lineære Ændringer af z 
(f. Eks. , hvis de begge ere lige Funktioner) , vil Graden 
saavel i u som i v blive divideret med det Tal, der an- 
giver Antallet af Gruppens Ændringer, . 

Lad nemlig et vilkaarligt Punkt z^ ved Gruppens 
Ændringer gaa over ii\ z^, z^ , . . Zk* ; i disse k Punkter 
faar u samme Værdi u.; hvis der til u. svarer flere 
Punkter z, maa disse ogsaa dele sig i Grupper med k i 
hver; til hver Gruppe Punkter svarer imidlertid kun een 
Værdi af v, saa at det hele Værdiantal for v bliver 
divideret med 4. Den samme Betragtning gælder for u. 



* Hvis nogle af disse Punkter falde uden for Parallelogrammet, 
erstattes de ved de dermed ensliggende Punkter i Parallelo- 
grammet. 
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27. En dobbeltp. Funktion og dens afledede ere for- 
bundne ved en algebraisk Ligning, 

Dette følger af 25, da de to Funktioner have det 
samme primitive Periodeparallelogram. Er u af Ordnen 
w, vil w' blive af Ordnen 2 n , hvis alle Polerne ere -ad- 
skilte, af Ordnen n+ i, hvis de alle falde sammen. I 
andre Tilfælde falder Ordnen mellem disse to Tal. Der- 
ved bestemmes Ligningens Grader i u og u'. Graderne 
kunne ikke her blive lavere, thi i de n Punkter, i hvilke 
w* har samme Værdi, maa u' have forskellige Værdier; 
man har nemlig 




der viser, at Forskellen mellem de til samme u og w' 
svarende z er et Antal af de Perioder, der høre til Inte- 
gralets omvendte Funktion «, og to forskellige z med en 
saadan Forskel kunne ikke ligge i det samme primitive 
Periodeparallelogram. 

Da w' ikke kan blive uendelig for endelige w, maa 
Ligningen, ordnet efter w' og bragt paa hel Form, have 
sin første Koefficient konstant. Da endvidere Summen 
af de n Værdier af z, der svare til et givet u, er kon- 
stant, maa Summen af de tilsvarende reciproke Værdier 
af w' være Nul, saa at det næstsidste Led paa Ligningens 
venstre Side maa falde bort. Sætter- man 

U • U "^^ n • 

V V 

faar man atter en Ligning mellem en dobbeltp. Funktion 
og dens afledede, og denne maa af samme Grund som 
den forrige, bragt paa hel Form, have sin første Koefficient 
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konstant; er nu det almindelige Led i den oprindelige 
Ligning 

vil det i den ændrede blive (bortset fra Fortegnet) 

hvor V betyder det, som ved Ændringen er kommet af 
f7. Er Up nu af Graden « i w, vil den ændrede Koef- 
ficient blive af Graden 2p — a i v\ da dette Tal ikke 
maa blive negativt, se vi heraf, at Up højst kan være af 
Graden 2p. 

28. En dobbeltp. Funktion v udtrykkes rationalt 
ved en anden, u, og dens afledede, dersom de to Funk- 
tioner have det samme Periodeparallelogram, og dette 
er primitivt for u. 

Da der i det primitive Periodeparallelogram til de 
forskellige z, der svare til samme Værdi af w, hører for- 
skellige Værdier af u\ vil et givet Værdipar (w, w') kun 
i Parallelogrammet bestemme eet Punkt z og derfor kun 
een Værdi af v; dette gælder, selv om Parallelogrammet 
ikke er primitivt for v. Lad nu u have en vilkaarlig 
Værdi og de tilsvarende Værdier af z i Parallelogrammet 
give V Værdierne v^, v^ ,.. Vn* medens de tilsvarende 
Værdier af u' ere u[, u'^ , . , u'n. Idet Summationen ud- 
strækkes til de n Punkter, faar man da, at Summerne 

l'v, l'vu', l'vu'^ ... l'vu'""-^ 

paa hele w- Kuglen ere entydige Funktioner af u uden 
væsentlig singulære Punkter. Disse Summer ere derfor 
alle rationale Funktioner af ti. Vi betegne dem hen- 
holdsvis ved U^, U^ , , . ?7„_i. 

19 
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Lad nu f{u\ w) = O være den algebraiske Ligning 
mellem w og w'; sætte vi 

^5^ = w'«-* + Aw'»-2 4-J,?/«-8+...+A_i = O, (12) 

U U\ 12 \ / 

da vil denne Ligning, hvis Koefficienter ere hele Funk- 
tioner af u[, tilfredsstilles af w^, Wg ... u'n. 

Vi multiplicere nu de n Ligninger 
Zv = U^, Ivu'= C/, ... Evu'^-^ = Un-x 

henholdsvis med An-i, ^«-2 ... -4^, 1 og addere. Der- 
ved falde paa Grund af de i (12) indbefattede Ligninger 
alle Led paa venstre Side bort, undtagen de, der inde- 
holde u\. Vi faa derved 

V^{An-i-\- An-2U[-^ . . . + W;«"*) 

= A~iC/, + A_2C^,+ ...+?7«_i, (13) 

der udtrykker v^ rationalt ved u og u[. Vi kunne imid- 
lertid her udelade Mærket, da det svarer til et hvilket 
som helst af Punkterne og have saaledes v udtrykt 
rationalt ved u og u\ 

29. Dersom v og u have et fælleff Periodeparallelo- 
gram (Q^, QJ, der indeholder det til u hørende primitive 
Parallelogram m Gange, vil v bestemmes ved en Ligning 
af Graden m med Koefficienter, der ere rationale Funk- 
tioner af u og u\ 

Til hvert Værdipar (w, w') svarer nemlig i {(o^, w^ 
een Værdi af v og derfor i (fi^, Q^ m Værdier af v. 
Symmetriske Funktioner af disse m Værdier blive dobbeltp. 
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Funktioner med Perioderne w^ og w^. De udtrykkes 
derfor ifølge 28 rationalt ved u og ?/, og af dem be- 
stemmes rationalt Koefficienterne til den søgte Ligning 
af Graden m. 

De fleste af de her beviste Sætninger skyldes Briot 
og Bouquet (Théorie des fonctions elliptiques). 



19« 
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KAPITEL III. 

JAGOBIS <?- FUNKTIONER. 



PERIODICITETEN. 

30. Lad Planen være inddelt i Parallelogrammer 
og Punktet O ligge i den ene Vinkelspids af et saadant, 
saaledes at de derfra udgaaende Sider ere w^ og (t)^\ idet 
Periodeforholdet er w, sætte vi 

T^io) = a; 2;r^2^ ^= w^!^\ e^ = q. (1) 

I C- Planen blive Perioderne 2;r* og 2 a. Til et 
Punkt aa)^-\-fi{o^ i 2:-Pl. svarer Punktet a-27r« + /9-2a 
i C-Pl- Da den imaginære Del af m har positiv Koeffi- 
cient, bliver den reelle Del af a negativ og Ig-j^l. 

Vi betragte nu den til begge Sider i det uendelige 
gaaende Række 

ej^z) = . . . + e- 2C+*« + ^-C+« + 1 + gC+« + é2C+*« . . . + e'»r+"*« + . . . (2) 

Da Rækken af Leddenes Moduler er konvei^ent for 
alle endelige C eller ø, have vi herved defineret en hel 
transcendent Funktion d^{z); vi ville nu nærmere under- 
søge dennes Egenskaber. 

Ombytte vi z med — z^ bliver Rækken uforandret; 
Funktionen er saaledes lige. 

Give vi z Tilvæksten r«;, , altsaa C Tilvæksten 2;r/, 
blive de enkelte Led i Rækken uforandrede. ff^{z) er 
saaledes periodisk med Perioden oj^. 
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Give vi z Tilvæksten «>,, altsaa C Tilvæksten 2 a, 
gaar det almindelige Led over til 

der viser, at Resultatet er det samme, som vi faa ved 
at multiplicere (2) med e-(C+«); vi faa saaledes 

(o^ bliver saaledes ikke nogen almindelig Periode, 
idet dens Tilføjelse gør, at Funktionen bliver multipliceret 
med en eksponentiel Faktor; vi ville dog for Kortheds 
Skyld vedblive at kalde m^ den anden Periode. 

31. Sætte vi C = Tzi-\-a^ der er Parallelogrammets 
Midtpunkt, ville Leddene i Rækken hæve hinanden to og 
to, saa at Punktet er et Nulpunkt for Funktionen; af 
Ligningerne (3) følger da, at denne Egenskab findes ved 
alle Parallelogrammernes Midtpunkter. Vi have saaledes 
fundet et Nulpunkt i hvert Parallelogram, og vi kunne 
vise, at der ikke gives flere. Antallet vil nemlig, da 
Funktionen ikke har Poler, bestemmes ved 

hvor Integralet tages i positiv Retning langs Parallelo- 
grammets Perimeter. 

Nu har Funktionen imidlertid de samme Værdier 
paa Parallelogrammets ene Par modstaaende Sider, 
saa at Integralet taget langs disse to Sider bliver Nul. 
Paa det andet Par Sider gælder det samme, naar vi 
se bort fra den eksponentielle Faktor, der kommer til 
paa den ene Side; tilbage bliver da kun at betragte 
Leddet rfZ^-(C+«), hvor C gennemløber den første Periode 
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i negativ Retning. Integralet faar derved Værdien 2;r?, 
saa at Parallelogrammet kun indeholder eet Nulpunkt. 
Altsaa: 

Nulpunkterne for 0^{z) er e Parallelogrammernes Midt- 
punkter, 

32. I Rækken (2) havde alle Leddene Koefficienten 
1. Sætter man i Stedet derfor en periodisk Række af 
Koefficienter, a^, a^ ... a^, finder man paa samme 
Maade som ovenfor, at w^ bliver Periode, medens en 
Tilvækst af æ^ for z gør, at Funktionen bliver multipli- 
ceret med ^-(^C+^''). Antallet af Nulpunkter i ethvert af 
Parallelogrammerne findes i dette Tilfælde lig /i. Vor 
oprindelige Funktion er indbefattet herunder, idet vi faa 
den for /i = 1 ; a^ = 1. 

33. Den logaritmisk afledede af (^^(z) har Perioden 
w^; vi ville undersøge, hvorledes den forholder sig over 
for oj^. Vi faa da af (3) 

6^+^)__^___2^: ... 

og se saaledes, at den logaritmisk afledede af 0^{z) faar 
en konstant Tilvækst, naar z faar Tilvæksten w^. Diffe- 
rentiere vi den fundne Ligning, falder Konstanten bort. 
Altsaa : 

De?i afledede af den logaritmisk afledede af 6^{z) er 
en dohbeltperiodisk Funktion med Perioderne co^ og æ^. 

34. Vi kunne ogsaa paa andre Maader danne 
dobbeltp. Funktioner ; idet c = ^ {co^ -A- w^ er Nulpunktet 
for d^(z), sætte vi 



II 
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For = bliver Brøkens Nævner O, saa at </;{z) 
har en Pol i dette Punkt. (/;(z — aj vil da have en Pol 
i Punktet a^, der kan vælges vilkaarlig; vi danne nu 
Funktionen 

F{z) = A^(p{z-a^)+A^(p{z-'a^) . . . 4-^^(2^-«*) + 5, (o) 

hvor B er en vilkaarlig Konstant ; det samme gælder om 
Størrelserne A, idet disse dog ere underkastede den 
Betingelse, at deres Sum skal være Nul. 

Om F{z) se vi nu straks, at den har Perioden æ^; 
den har imidlertid ogsaa Perioden cy^, thi naar z faar 
denne Tilvækst, ville alle Funktionerne <p faa samme 
konstante Tilvækst, og da l'A = O, vil F{z) blive ufor- 
andret. F{z) er saaledes en dobbeltperiodisk Funktion 
med Perioderne w^ og w^; den har i Periodeparallelo- 
grammet k vilkaarlig valgte Poler og er saaledes af 
Ordnen k; den indeholder endvidere k arbitrære Kon- 
stanter; disse kunne bestemmes saaledes, at Funktionen 
i Periodeparallelogrammet faar k — 1 vilkaarlig valgte 
Nulpunkter. 

Herved bliver der endnu tilbage i Funktionen en 
ubestemt Faktor. Det manglende Nulpunkt bestemmes 
ved, at Summen af Nulpunkterne paa Perioder nær er 
lig Summen af Polerne, en Bestemmelse, der altid giver 
et Punkt i Parallelogrammet. 

Da en dobbeltp. Funktion paa en konstant Faktor 
nær er bestemt ved sine Nulpunkter og Poler, have vi 
i (5) den almindelige Form for en dobbeltp. Funktion af 
Ordnen k. 

Herved er dog forudsat, at Polerne ere forskellige, 
idet der ikke bliver arbitrære Konstanter nok til Be- 
stemmelse af Nulpunkterne, hvis nogle af Polerne a 
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falde sammen. Lad os f. Eks. antage , at a, og a^ falde 
sammen med a^. Vi kunne da i Stedet for de tre første 
Led i (5) sætte 

denne Funktion bliver tre Gange uendelig i a^ og inde- 
holder tre Konstanter. Relationen mellem Koefficien- 
terne vedbliver at være 21 A = O, da ^' og ^" ere 
dobbeltperiodiske. 

Resultatet af vor Undersøgelse er altsaa følgende: 
Man kan for et vilkaarligt givet Periodeparallelogram 
danne en dobbeltp. Funktion af en given Orden, saaledes 
at dennes Poler og Nulpunkter, paa eet nær, ere vilkaar- 
Hg givne Punkter, Funktionen er paa en konstant Faktor 
nær fuldkommen bestemt. 

35. Vi kunne for Øvrigt give et andet Udtryk for 
den dobbeltp. Funktion og det et saadant, at ogsaa Nul- 
punkterne træde tydeligt frem ; lad disse være y9j, ^5^ . . . /?*, 
hvor 2'a = 2'/?. Vi sætte 

Man ser straks, at denne Funktion har sine Nul- 
punkter og Poler i de givne Punkter*, og at den har 
Perioden w^. Give vi z Tilvæksten w^^ blive de enkelte 
Faktorer i (6) multiplicerede med eksponentielle Faktorer ; 
i disses Eksponenter, der have Formen 



1 z-^ c^ {^ \ — niw , 

co^ \ \ al 



* Af disse kan det ene, der bestemmes af de øvrige, falde uden 
for Parallelogrammet, men der er da et dermed ensliggende 
Punkt i Parallelogrammet. 
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kunne vi udelade de for alle Faktorerne fælles Led, da 
de hæve hinanden, fordi der er lige mange Faktorer i 
Brøkens Tæller og Nævner. De andre Led faa paa en 
konstant Faktor nær Summen la — 2';8, men denne 
Sum er ifølge vor Forudsætning Nul. F{z) har saaledes 
ogsaa Perioden w^, 

36. Sammentrække vi i (2) Leddene to og to, faa 
vi, idet vi sætte ""Inz = co^a, 

ølz) = l + 22COSa + 22'cos2a + 22Vos3a + ... (7) 
#3(0) = 1 + 22 + 22^+22«+... (8) 

Ifølge Definitionen er |2l<l- Rækkernes Konver- 
genscirkel har Radius 1, og de ved Rækkerne bestemte 
Funktioner af q kunne ikke udvides ud over denne 
Cirkel. 

37. Vi indføre nu tre andre Funktioner, der alle 
ere hele Transcendenter, nemlig 

e{z) = OJ^z+\a)^ = 1-22 cos a+22*cos 2a-22'cos 3a . . . (9) 

Man faar her 

ff{z+a),) = 0{z); 0{z+æ,) = -e-(C+-)0{z); ^/|?)=0. (10) 

e{0) ==. 1 — 22 + 22* — 22"+... (11) 

øj^z) = e^^ %^3(;^+yG;,)= 22^cos4a+22*cos-|a+22*cos-ia+... (12) 



6J^z+<o,)=^-eiz); eiz-^æ,)=e-iZ+<^)6iz); Ol\æ,) = Q, (13) 

e,{Q) = 22^ + 22^ + 22^ + . . . (14) 

Vi se, at denne Funktion skifter Tegn, naar z faar 
Tilvæksten w^; den har derfor Perioden ^w^\ den samme 
Bemærkning gælder den næste Funktion. 
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(^Å^ + co,) = -0,{z); e,{z + w,) = -e-(:^-)ff^{z); 0^(0) = 0. (16) 

Heraf udledes nu atter Formler for Funktionernes 
Ændringer, naar z vokser med halve Perioder, nemlig 



1 — TTi« 



og endvidere, naar vi betegne q *e ^^ ved ;- 

<i',(^+f )= rm-^ <'.(^+t)= 'tH^)- (18) 

Af disse udledes atter, naar c betyder den halve 
Periodesum, 

'^.C^+f) = -»><»(^); <'.(^+c) = re.i^). (19) 

Rækkeudviklingerne vise, at Funktionen 0^{z) er 
ulige, medens de andre ere lige. 



OPLaSNING I FAKTORER. 

38. Da de fire Funktioners Nulpunkter ere ens- 
liggende Punkter i Periodeparallelogrammerne, gælde de 
Betragtninger vi have anstillet i 21, saa at vi derved 
have bestemt Formen af de primære Faktorer. Da den 
afledede af enhver af Funktionernes logaritmisk afledede 
er en dobbeltp. Funktion , faar man , idet 9 betyder en 
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hvilken som helst af Funktionerne, og dennes Nulpunkter 
betegnes ved a, (er a = O, falder ^ bort) 

hvor K er en Konstant, som man kan bestemme ved 
at sætte ø = 0. Nu er for de tre lige Funktioner 
9\0) = 0. For d^{z) kunne vi ikke direkte sætte <2^ = O, 
da dette Punkt er en Pol (af anden Orden) for den 
dobbeltp. Funktion ; vi kunne imidlertid i (20) flytte det 
paa højre Side forekommende Led —z-^ over paa venstre 
Side og saa bestemme det der staaende Udtryks sande 
Værdi for z = O, Resultatet, der udtrykkes ved uende- 
lige Rækker, for hvilke vi senere ville faa simplere Ud- 
tryk, ville vi betegne ved 2//^, medens vi sætte 

Æ)_9,. ffl-2^. ^-^-^a m) 

Idet vi nu ved Integration vende tilbage til den 
logaritmisk afledede, faa vi foruden Leddet Kz et ube- 
kendt konstant Led. Nu er for de tre lige Funktioner 
den logaritmisk afledede ulige og uden singulært Punkt 
i z = 0; vi behøve da blot at sætte z = O for at se, 
at der ikke bliver nogen Konstant at tilføje ved Integra- 
tionen. Det samme gælder om 0^^)^ naar vi fra den 
logaritmisk afledede subtrahere z~^ og derved gøre z = O 
til et regulært Punkt. 

Ved den næste Integration, ved hvilken vi gaa over 
til Produktudviklingen, indføres atter en Konstant, men 
denne falder bort, naar vi dividere Funktionen med dens 
Værdi for z ^= O, Dog maa vi ved 0^ ikke sætte z = O 
i selve Funktionen men først efter, at denne er divideret 
med z'j vi faa derved ^^^(0). 
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Vi faa saaledes, idet 



z . z 



/7= n[\ — -^e<^^'^\ (22) 

hvor Produktet udstrækkes til alle Nulpunkterne, dog 
for B^ med Undtagelse af 2: = O, 

Sj^z) = ^3(0)g/^3^»/7; e{z) = ^(0)^/^^*77; 

eiz) = ^,(0)^^''/7; e,{z) = e[{0)ef\'^zll (23) 

39. De Qo* Faktorer, der her forekomme i Produk- 
terne, kunne samles til en enkelt Uendelighed; vi have 
nemlig identisk 



1 — 






der dog for m = O skrives 

z—a—Hw^ ( a-\- HO). 



7: 

(O 



1 \ ' ^^1 /' 



Vi lade her n være konstant, men give m alle hele 
Værdier og multiplicere; Produktet bliver da 

— sm — ^ '^ : sm tt * . 

Vi skulle nu her give n alle hele Værdier og multi- 
plicere. 

Vi ville imidlertid ikke forfølge denne Udvikling 
videre, da den først efter besværlige Omskrivninger fører 
til en bekvem Form, men ville udlede denne direkte ved 
Hjælp af en mærkelig Formel af Gauchy. 

40. Vi sætte 

F{z) = (l+^5)(l + je-»)(U(/32)(l + j82-i)...(l+22«+*2-i) 

= 4+^^(24-2-*)4-^,(2^4-2-2) ... +^„+l(2«+«+2— *). 
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Sætte vi (^z for z^ faa vi i Produktet de samme 
Faktorer med Undtagelse af den første og den sidste, 
medens derimod Faktorerne \A^q-^z-^ og l-ff^^n+s. 
komme til; man har derfor identisk 

Ved at anvende dette paa Rækken faa vi ved 
Sammenligning af Koefficienterne til Potenser af z med 
samme positive Ekponent 



eller 

For w = Qc og 1 2 1 < 1 ere Produktet og Rækken 
ubetinget konvergente, og vi faa, idet vi sætte 

Q = (\-<t){\-ct){\-i) ..., (24) 

og derved, idet Faktorerne i F{z) sammentrækkes to og to, 

^(l + 2(«+0 + 2')(l + 2°(«+«~*)+2')(l + 2'(^+«~') + 2")"- 
= l + j(3 + 2-*) + 2*(/ + 5-'') + 2'(2'+5-8)+... (25) 

Denne Idenditets Gyldighed er saaledes kun ind- 
skrænket ved Betingelsen | g' I < 1. 
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Betingelsen er opfyldt, naar vi give q den sædvan- 
lige Betydning ((1)). 

27:iz 

Sætte vi e '^i for z , altsaa 2 cos n a for ;?" -\- 2-", 
bliver Rækken i (25) netop ^3(2), og vi faa derved denne 
Funktions Opløsning i en enkelt Uendelighed af Faktorer. 
Deraf dannes atter ved Ombytning af q med —q Ud- 
trykket for 0{z). For at opløse de to andre Funktioner 
betragte vi de enkelte Faktorer i 0^(z) og sætte z-\-^io^ 
for z; derved gaar Faktoren 

1 _L ^2«+i gin; 
over til 

medens man af den tilsvarende Faktor faar 

— 21Ziz — 2TZiz 

Undtage vi den sidste Faktor for n = O, kunne de 
øvrige sammentrækkes to og to til Udtryk af Formen 

1 + 222" cos a + 3*". 

Nu er imidlertid ifølge Definitionen 

1 Ttiz 

hvor den eksponentielle Faktor, multipliceret med den, 
vi fik ovenfor for w = O, giver cos^a. Vi have saa- 
ledes opløst ff^{z) i Faktorer. 

Af 0^{z) udledes let 0^{z), idet man i den første 
sætter z -\- \w^ for z. 
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Man finder saaledes 

e^{z) = ^(l + %cosa + 2=)(14-22'cosa + 5')... 
e{z) = ^(1 — 22COSa + j')(l — 23'cosa + 2')... 

ø^(z) = Q.^1sm^{l — ^'cosa + q*){l — ^'cosa + ^) ... 
Heraf faas atter for z = O, altsaa sin a = O, 

^,(0) = (p/7(l+2'"+')'; <i'(0) = <?/7(i — ?""+')'; 

^,(0) = ^ignii^q^")'; 0,{0) = 0. (27) 



(26) 
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KAPITEL IV. 

DE ELLIPTISKE FUNKTIONER. 



FUNKTIONERNE k, /x, v. 

41. Af ^-Funktionerne dannes tre dobbeltp. Funk- 
tioner X(z\ fx{z), v{z), der ved tilføjede konstante Fak- 
torer bestemmes nærmere saaledes, at 

Å(^co,) = 1; /.(O) = 1; v(0) =1. (1) 

Idet vi sætte 

<>.(0): 61.(0) = l/F; 0(0): 6,(0) = |/F., (2) 

bestemmes Funktionerne ved 

Ved Benyttelse af /?- Funktionernes Egenskaber faar 
man nu: 

å{z). Funktionen er ulige med Perioderne 2tt>^ og 
io/, den er af anden Orden, idet den har Nulpunkter i 
O og CO,, Poler i ^w^ og ^w^ + w,, 

fi{z). Funktionen er lige med Perioderne ^æ, og 
co,-^w^\ den er af anden Orden med Nulpunkter i \a}, 
og I O), og Poler i \io^ og \co^ + (o,. 
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u{z). Funktionen er lige med Perioderne æ^ og 
^(0^; den er af anden Orden med Nulpunkter i ^{(o^-\-w^ 
og ioj,-\-^co^ og Poler i ^w, og f ft>,. 

42. Vi faa nu endvidere: 

^r+ 2 y~ l/F <?,w ~ M^) ' V 2 j-A;- 

/'V~+2J- »^/t#.W~ *'u(ø)'/H 2J- *K A; #.(«)- Ti(2)' 

Konstanterne k og i^ afhænge kun af ^-Funktionernes 
Værdier for ^ = O, og disse afhænge ifølge 36 og 37 
kun af j, der atter kun afhænger af Periodeforholdet. 

43. De tre Funktioner Å{z), //(^j), v{z) skifte alle 
Fortegn eller blive uforandrede, naar 2: faar Tilvæksten 
o>j eller w^, og deres Kvadrater have derfor Periode- 
parallelogrammet (o>j, (o^, I dette faa de kun een Pol, 
}^w^, men i denne blive de alle to Gange uendelige. Da 
Summen af Residuerne i et Periodeparallelogram er Nul, 
kan der i Funktionernes Rækkeudviklinger fra Polen ikke 
forekomme noget Led med Eksponenten —1, saa at det 
eneste Led med negativ Eksponent faar Formen 



a 

20 



-J>t; T^i'mL, rr 



£1-' .ntrt- xj ie~-*: Le:. j>y: Tj i^LJiip&cerE- to af 
I ::.i\d>^r'.f*: n»^i jæs?*«!«^ t:Q?JLL:ii-er ep addere, foa 



"^ -er. j'-irtr-'^-F-^xii-c . >:* l£t^ kjc hire uendelig i 
r:*.H^ 'j^ irr:':c Itt-e - i^ejr P^'i^defdraukJagraiDinet: 

'.'r'r.zjrr ri.sA f-rr?:«: Tiere *r- t :ci=r,^jL: . c^ der ekæterer 
^->.>»e>^ iir^l^rc- r.^Zcr s:cL ne^^rC ::• af de tre Funk- 
'y.'j^ e^ Jtj^^t Flt-lL'J:»r. rr-^r^i kict^^Lanlie Eoefficienter. 

hr.r / "I = •>: ys = 1: ^'S = I ^Te /j' = ^^ = 1: 
rfrT-^T^i^re ^"Te /iii«*.! = O cig ii |«,i = 1 a = I (^ 
/«: ». — »^ I = t-*z >i; «», — m^ • = O «j = i^: Yi faa 

/lrf-.£'lr) = 1: i'/^ri — >^2| = I: tV^^rl— >V| = Å^— 1, (3) 

hxorid atter. i«M it^<»,l = 1: >li«»J = i",- 

**- il = 1 - (4) 

Udtnkke vi her i- og i-^ ved ^. faa yi den mærkede 
Identitet 

der kan benyttes tU at bevise forskellige Sætninger i 
Talteorien, (Et Tab Opløsning i en Sum af fire Kva- 
drater). 

44. Vi ville nu danne Produkter af to (^ to af 
vore tre Funktioner og deraf udlede vigtige Resultater. 

fi{z)u{z). Funktionen har Perioderne 2a;, og w^^ 
altsaa de samme som / {z). Den bliver to Gange uendelig 
i Punkterne |a;, og \w^-^w^ og har saaledes de samme 
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Poler som /(*) ; den har Nulpunkter i |(a>j + æ^^ 

fc«>j+2^2» i^'^i o& l^«^!? vi kunne imidlertid vise, at 
X\z) netop har de samme Nulpunkter. 

Man har nemlig 

X{z + co;) = -X{z); X(z + co,) = ^X\z), 

altsaa, da X\z) er en lige Funktion med Perioden 2^;^, 

X{z + <o,) = >l'(~2~a>,) = ^(o—z) = — /(2), 

der vise, at \q)^^ der ikke er Pol, maa være Nulpunkt; 
det samme maa da gælde om ^w^. Herved bestemmes 
let de to andre, idet deres DiiBferens er w^, og deres 
Sum, paa Perioder nær, bestemmes af de fundne Nul- 
punkter og Poler. 

Da de to Funktioner saaledes have det samme 
Periodeparallelogram samt de samme Nulpunkter og 
Poler, er deres Forhold en Konstant; behandle vi nu de 
andre Produkter af to af Funktionerne paa lignende 
Maade, finde vi 

X\z) = g^{z),{z); /(^) = 9A^)X{z); ,\z) = 9A^)X{z), (6) 

For at bestemme Konstanterne danne vi Forholdet 
Å\z):fi\z\ dels af de to første Ligninger, dels ved Diflfe- 
rentiation af den første (3); vi finde derved 5^1 = — g. 
Paa samme Maade benytte vi den første og tredje Lig- 
ning og den anden (3); vi faa derved g^ = — k^g. 
Endelig faa vi af den første Ligning g = Å\0); men af 
Definitionen for Å{z) faa vi, idet ff^{0) = O, 

20* 
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altsaa ved Benyttelse af Rækken for ØJ^z) 



9 25 



(9) 



k kaldes Modulen, Æ, den komplementære Modul, g 
Multiplikatoren. Formlen for g viser, at gw^ alene er 
afhængig af PeriodeforholdeL 

Af Ligningerne (3) og (6) finde vi nu, idet Integra- 
lernes lavere Grænser bestemmes ved (1), 

Til hver Værdi af ^, //, v svare i det tilsvarende 
Parallelogram to Punkter; i disse har den afledede for- 
skellige Værdier, svarende til Rodstørrelsens to Værdier; 
saaledes f. Eks. for ^ = O faar man / = ±5^5 da 
^^(0) = v(0) = 1, viser den første (6), at øverste For- 
tegn svarer til « = O og nederste derfor til z = æ^. 

Vore Resultater vise os, at vore tre dobbeltp. Funk- 
tioner ere de omvendte af elliptiske Integraler af første 
Art, og vi have faaet disse fremstillede under Legendres 
Normalform, idet dog en ny Parameter g er kommen 
til; hvor det er nødvendigt at fremhæve denne, ville vi 
bruge Betegnelsen X[z^g,k) o.s. v., saa at sin am ^ = X{z^ 1,å:) 
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eller kortere = Å{z,k), For de tre Funktioner bruges 
ogsaa henholdsvis Betegnelserne sn^ en, dn. 

At Funktionerne her optræde med to Parametre 
er en nødvendig Følge af, at de ere bestemte ved to 
vilkaarlige af hinanden uafhængige Perioder. 

45. Ved den Metode, ved hvilken vi ovenfor have 
udledt Relationer mellem de tre Funktioners Kvadrater, 
kan man udlede en Mængde andre Relationer mellem 
dobbeltp. Funktioner. Navnlig kan man betragte de tre 
Funktioners Kvadrater eller disses reciproke Værdier 
eller deres indbyrdes Forhold og sammenligne disse med 
de dobbeltp. Funktioner, som dannes af de to Gange 
afledede af #- Funktionernes Logaritmer. Man vil finde 
disse udviklede i det omtalte Værk af Briot og Bouquet 
(Pg. 260). Her ville vi nøjes med at vise Metoden ved 
et Par Eksempler. 

De omtalte dobbeltperiodiske Funktioner have Formen 

hvor a er et Nulpunkt for den tilsvarende ^-Funktion. 
Funktionen har Perioderne ^y^ og w^ og bliver i et Paral- 
lelogram to Gange uendelig i det deri liggende Punkt a. 
Det samme gælder om en af de ovennævnte Funktioner, 
naar den til Nævner har Kvadratet af den #- Funktion, 
hvis Nulpunkt er a, og der maa da imellem de to Funk- 
tioner eksistere en lineær Relation med konstante Koef- 
ficienter. 

Vi faa saaledes, idet vi betragte Å~\z) og dj{z), 
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Dobbeltpolen li^er i Punktet 0; vi ville bestemme 
de første Led af Rækkeudviklingen fra dette Punkt. 
Vi have >l(0) = O og finde ved Hjælp af (6) 

/(O) = jr; r(0) = 0; /"(O) = -^g{\^k'),,, 

Paa den anden Side af Lighedstegnet kommer kun 
eet Led med negativ Eksponent, nemlig det, der hid- 
rører fra Faktoren z i 0^(2); da endvidre 2' falder bort 
for -e = O, faa vi 

der giver A = g"; B^K = J(l+^')- 

Sætte vi s-\-^(o^ for 2, faa vi ved Benyttelse af 42 

g'k'Å\z) = B-DllO{z), 

der for ^ = O giver B = 6'\0) : ^(0) = 2// , der atter 

giver 

iir=2;a. = 2/.-Hl+^). (12) 

Vi fik her //, udtrykt ved fi og kunne finde lignende 
Udtryk for //, og fz,. Vi iiave nemlig 

DllOJiz)—Dllff{z) = D'Jfi{z) ^ -gD,{k{z)v(z):,i{z)) 

eller, idet <?;(0) = ff{0) = 0; >l(0) = O, 

2/., - 2« = - <; /(O) .(0) : //(O) = -.g« (13) 

Og paa samme Maade 

2/^3 -2/. = -^l^g^, (14) 

Sætte vi ^ = 1 , og indføre vi i Integralet (8) en 
ny Variabel p, idet vi sætte 



\ 
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vil Integralet antage den af Weierstrass angivne Normal- 
form (Pg. 119) og p saaledes være dettes omvendte 
Funktion; vi se saaledes, at Weiertrass' p- Funktion er 
en lige Funktion af anden Orden med sine Poler sammen- 
faldende i Punktet O og uden konstant Led i sin Række- 
udvikling. 

46. Af Produktudviklingerne for é^- Funktionerne 
kan man straks danne Produktudviklinger for de ellip- 
tiske Funktioner, samt for Modulerne og Multiplikatoren; 
saaledes faa vi af Udtrykkene (2) og (26) 

n = ^én{^)\ VK = /7(}^^;): (16) 

Vi have endvidere ifølge den første (6) 
g = /(O) = ffXO):{d(0)Vk) = [e,{z):z]:{H{0)[/k) 

« = 

eller, idet vi benytte Produktudviklingen for ffj[z) og 
bemærke, at sin-J« efter Divisjon med z for z = O 
bliver ttuo,. 



1 

TT 



Og derfor ved Benyttelse af Produktudviklingen for ^(0) 
og for Vk 



y/go,, (i-g')(l-g-)...(l+g)(l+g')... 

V n -(l+9')(l+,/)...(l_j)(l_2')...-''.^"^ ^^'^ 



Og deraf 



(y,(0) = V''^^'; #(0) = \/^'. (18) 

^ TZ ^ TZ 
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DE ELLIPTISKE FUNKTIONERS UDVIKLING I RÆKKER. 

47. Til Udvikling af de elliptiske Funktioner i 
Potensrækker kunne vi benytte Formlerne (6); vi ville 
derved sætte ^ = 1, idet vi kun behøve i de derved 
dannede Rækker at sætte gz for z^ hvis vi ville gaa 
over til den almindelige Form. Vi faa nu 

/ = ^v; r = X{Wa'--¥--\); /'"= /(6Å:V-A:^— 1); 
>l'^= ^(24*:*/*— 20F(1+År^)/+A:*+ 14*^+1) o.s.v. 

og deraf 

/'(0)==1; r(0)==0; r'(0) = -(*''+ 1); r(0) = o.s.v. 

Man ser her let følgende Egenskaber ved de afledede 
Funktioner : 

>(('*> er* delelig med X for n lige, med }! for n ulige. 
Rækken faar derfor kun Led med ulige Eksponenter. 

Den Faktor, med hvilken X eller X' er multipliceret, 
er for n lige af Graden w, for det nærmest større n af 
samme Grad og med samme konstante Led. 

Paa lignende Maade kunne vi danne Rækkerne for 
de to andre Funktioner og faa saaledes 

3 5 7 

a^=ifc»+l; a, = /fc*+ 14i'+ 1 ; a, = (i'+ 1)(A;'+ 134F+1)... 
6. = 1; J^ = (2A;)'+1; b, = (2A;)*+ 11 (2i)'+ 1. 

2 4 6 

v(«:) = 1— c,|j + c,^ — c.|j+...; (21) 

c, = A;'; c, = A;* + 4/fc'; c. = ik'(/fc'+44A;'+ 16). 
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Man kan ogsaa gaa en anden Vej; man ser, at alle 
tre Funktioner tilfredsstille Differentialligningen 

^^'"_3/^"== 2aV^'. (22) 

hvor «• i de tre Tilfælde henholdsvis betyder /^+ 1, 
1 — 2F og i* — - 2 ; man kan da heri for (p indsætte 
Rækker af den ovenfor angivne Form og anvende de 
ubestemte Koefficienters Metode; denne fører til Rekur- 
sionsformler, der kunne anvendes til successiv Beregning 
af Koefficienterne. En af Koefficienterne kan ikke be- 
stemmes ad denne Vej, men er funden ovenfor. Man 
ser, at Dififerentialligningen til partikulært Integral har 
det fuldstændige Integral af <p"-\- a<p = O, men denne 
Egenskab synes ikke at føre nogen Lettelse med sig. 

48. Vi ville nu vise, hvorledes de tre Funktioner 
kunne udvikles i trigonometriske Rækker. Vi have i 76 
vist , at en periodisk Funktion , der er holomorf i hele 
Planen, kan udvikles i en saadan for hele Pianen gæl- 
dende Række; paa lignende Maade viser man, at Sæt- 
ningen, dersom Funktionen har Poler, gælder for et 
Parallelbelte, i hvilket Funktionen er holomorf. 

X{z) har Perioden ^w^ og kan derfor, ifølge den 
nævnte Sætning, udvikles i en til begge Sider uendelig 
Række 

^(^) =^Ame 



mTtiz 






der er konvergent i et Belte, der begrænses af to med 
w^ parallele Linier, som ligge paa begge Sider af Punktet 
Nul og indeholde hver sin af to Naborækker af Funk- 
tionens Poler, saa at ingen af disse findes i Beltet. 
Linien AB^ der forbinder —\co^ med -{-\io^^ ligger i 
dette Belte. 
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-mTlu 



For at bestemme Koefficienterne multiplicere vi med 



e "'i dz og integrere fra A til C, hvor AC lig 2Q}^; der- 
ved falde alle Leddene bort undtagen det ene, der har 
Koefficienten ^m; vi faa saaledes 

— mTZiz 

^w,Am = Y{z)e~^dz, 

hvor Integrationen gaar fra A til C; man ser let, at, 
naar man deler Integralet i to Dele, den ene fra A til 
J5, den anden fra B til C, ville disse være lige store, 
naar m er et ulige Tal, men lige store med modsatte Tegn, 
naar m er et lige Tal; endvidere viser Ombytning af m 
med —m og 2; med — ^, at Am skifter Tegn med m; vi 
behøve derfor kun at betragte positive m. 
Vi have saaledes 

(• — (2»i— 1) — 

Aom = O; w^A2m-.i = yi^je '^^dz, 

hvor Integrationsvejen gaar fra A til B, 

Lad os nu betragte et Parallelogram, hvis to Vinkel- 
spidser ere A og B, medens de to andre findes ved fra 
disse at subtrahere nw^, hvor n er positiv og uendelig 
stor; vi ville føre Integralet langs Omkredsen af dette 
Parallelogram. 

I ensli^ende Punkter af de uendelig lange Sider 
ere begge Faktorer under Integraltegnet parvis lige store, 
men med modsatte Tegn; disse Sider bidrage derfor 
intet til Integralets Værdi; det samme gælder om den 
uendelig fjerne Side, da den eksponentielle Faktor paa 
denne Side er Nul. Vi kunne saaledes, i Stedet for fra 
A iW B^ tage Integralet i negativ Retning langs Paral- 
lelogrammets Omkreds. Vi faa derved 
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hvor lp betyder Summen af Residuerne i Parallelo- 
grammet. 

Polerne i Parallelogrammet ere Punkterne —{n—\)w^, 
hvor n = 1, 2, 3 . . . ; betegne vi ved « et af disse Punkter, 
bliver Residuet for k{z) i dette Punkt Værdien af {z—cii)X{z) 

for 2: = a eller Værdien af z^X{z^-^a) for 2: = 0; nu 

1 
er X{z^-{-d) = -^(^^i+i^O = hu \ ''> ^^^^ ^^ ^^^ multi- 

plicere med z^ og sætte z^ = O, faa vi Resultatet j— ; vi 
faa saaledes Residuet 

1 1 

gj(2m-l)(2n— l);rt<W _^ _ (^(m— J)(2n-1) 



kg kg 

der viser, at Residuerne danne en Kvotientrække; ved 
at indføre dennes Sum, faa vi 

Idet vi nu sammentrække Leddene to og to og paa 
lignende Maade danne Udviklingerne for /ji{z) og v{z), 
faa vi 

U(Z) = , ^ :in — COS-r^ a + q-f— 3COS- «... 

+ T:p^2^.<=0S?!!f-' « + ...) (25) 

"(^^ = ^^(' + T+?"'^'« + T+?'='^'^«••• 
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49. Vi ville danne endnu et Sæt Rækkeudviklinger 
for de tre Funktioner, idet vi dog som ovenfor kun 
ville gennemføre Udviklingen for Å{z). Vi benytte hertil 
det samme Parallelogram, som vi benyttede til Dannelsen 
af den trigonometriske Række, dog med den Forskel, at 
vi nu lade Parallellogrammet strække sig i det uendelige 
til begge Sider, saa at det indeholder Polerne (w + !)«;, 
for alle hele Værdier af n. Vi betragte nu Integralet 




hvor z er et vilkaarligt Punkt i Parallelogrammet, og 
vi integrere i positiv Retning langs dettes Omkreds. 
Værdien af Integralet er da lig Summen af Residuerne 
i Parallelogrammet. Funktionen under Integraltegnet 
har Perioden w^, og dens Nævner har uendelig stor 
Modulus paa de to uendelig fjerne Sider. Deraf følger, 
at Integralets Værdi og derfor Summen af Residuerne 
er Nul. Disse hidrøre dels fra Tællerens Poler, dels fra 
det ene Nulpunkt z^ som Nævneren har i Parallelo- 
grammet; fra dette faa vi Residuet —^Å{z), Fra Polen 

TT 

(n-\-l)a}^ faa vi 

1 



kgs\n — {z—(n^l)a}^) 



(O 



og vi have altsaa 






» 



^ *"' sin^(^ — (n+^)a>,) 



hvor « skal have alle Værdier fra — oo til + oo. Sammen- 
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trække vi de Led, der svare til Poler, som ere lige store 
med modsatte Tegn, faa vi 

Paa lignende Maade faa vi 

For v{z) maa man, for at faa Integralet til at for- 
svinde, tage tg i Nævneren i Stedet for sin. Derved 
faar man imidlertid en Række af Brøker, der ikke er 
konvergent. Denne Vanskelighed undgaar man, naar 
man i Stedet for v{z) betragter v{0)—v{z)^ og man faar 
derved 

l_l_Q2n-i 

!-.(.) =^^sin'^aj' ^_,^,„_.^^^;-^:::: . (29) 



ARGUMENTERNES ADDITION. 

50. Vi have tidligere (Pg. 119) udledt Formler til 
Addition af elliptiske Integraler paa Legendres Normal- 
form og kunne deraf let danne Formler for Addition af 
den omvendte Funktions Argumenter. 

Den samme Opgave kan for de to andre elliptiske 
Funktioners Vedkommende løses paa samme Maade; vi 
ville imidlertid her gaa en anden Vej. 

Idet t er en vilkaarlig Konstant, ville vi undersøge 
Funktionen 
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Funktionen har Perioderne 2q)^ og cd^; den er af 

fjerde Orden med Polerne ±^ + ifi>» og zh^ + i^'a+ft',- 
Dens Nulpunkter ere O, w^, ^{o^ og ^cd^^qj^. 
Funktionen 

har de samme Perioder og, da den bliver Nul for 
Å{z) = O og for Å{z) = 00, ogsaa de samme Nulpunkter. 
Funktionen bliver uendelig, naar 

man ser heraf, at de to Funktioner ogsaa have de samme 
Poler og slutter da, at deres Forhold er en Konstant. 
Idet denne bestemmes ved, at man danner de afledede 
og sætter 2 = 0, faar man 

Idet man heri ombytter z og t, finder man 

hvorefter 

en Ligning, der falder sammen med den, der kan ud- 
ledes af Formlen Pg. 1 19. 

Ved at gaa frem paa lignende Maade faar man 
endvidere 

Hz±t) - I - k' ?^(z) Å\t) • ^'^^^ 
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51. Idet vi i Legendres Integral sætte z = sin^, 
omformes det til 

F(^)^rj^_^, (33) 

og Additionsteoremet bliver 
hvor 



sin ^ cos ^ l/l —A:* sin^ zh ^^^^' ^^^V ^^ — ^* sin*^ 
siUfi = 1 — A:^sin>sinV ' 

en Ligning, der ogsaa kan skrives 

cos fi = cos ^ cos ^ 4z sin ^ sin ^ K 1 — k^ sin^/j, . (34) 

Vi ville vise, hvorledes vi, for reelle Værdier af de 
variable, kunne komme til denne Form af Additions- 
teoremet ved simple geometriske Betragtninger. 

I en retvinklet sfærisk Trekant ABC ville vi tænke 
os, at C er den rette Vinkel, medens Vinklen A er 
uendelig lille ; Formlen tg 6 = tg c cos A viser da , at 
Forskellen mellem S og r? er uendelig lille af anden 
Orden. Heraf følger, at hvis en Storcirkelbue AB flyttes 
uendelig lidt paa Kuglen til Stillingen A^B^, ville Pro- 
jektionerne af AA^ og BBj^ paa AB kun være forskel- 
lige ved Størrelser af anden Orden. 

Lad nu ABC være en vilkaarlig sfærisk Trekant; 
vi lade Siden a, idet den beholder sin Længde, bevæge 
sig uendelig lidt med sine Endepunkter paa de to andre 
Sider; disse faa derved Tilvæksterne db og de, og ifølge 
den beviste Sætning er db cos C-{- de cos B = 0; er nu 
sin J5 = A: sin b , faas heraf 

db de ^ 



|/l-/fc'sin'6 V\-k'sm'c 
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der integreres ved 

F{b) + F{c) = F{a) , 

da man for c = O skal have b = a. 

Ligningen har imidlertid ogsaa Integralet 

cos a = cos b cos c + sin b sin c cos A 

og giver os saaledes Additionsteoremet. 

ARGUMENTETS MULTIPLIKATION OG DIVISJON. 

52. Ved gentagen Anvendelse af den til Argumen- 
ternes Addition fundne Formel (30) samt Benyttelse af 
Udtrykkene for de afledede ved den første afledede og 
Funktionen selv (47), kan man nu, naar n er et posi- 
tivt helt Tal, udtrykke Å{nz) rationalt ved Å{z) og Å\z), 
saaledes, at Udtrykket har Formen 

Å{nz) = A + BÅ\z), (35) 

hvor ^ og i^ ere rationale Funktioner af X{z). Da Å(nz) 
har Perioderne ^æ^m og oj^in, og Ligningen melleiii 
Å\z) og Å{z) er af anden Grad i den første, følger dette 
ogsaa direkte af den i 28 beviste Sætning. Periode- 
paralellogrammet, der hører til Å{z)^ indeholder det, der 
hører til Å{nz), n^ Gange. Til een Værdi af X(z) svarer i 
det tilhørende Parallelogram to Værdier af z og derfor 
to Værdier af X{nz\ medens der til een Værdi af X(nz^ 
svarer 2^^^ Værdier af X(z), Ligningen vil derfor være 
af anden Grad i X{nz)^ og af Graden 2n" i X{z\ Er n 
ulige, reduceres Graderne til det halve, thi begge Funk- 
tioner blive uforandrede, naar man for z sætter ca^—z^ 
og denne Ændring danner sammen med den identiske 
Ændring en Gruppe af anden Orden (26). 



DE ELLIPTISKE FUNKTIONER. 321 

For Funktionerne //(^) og ]^{z) kan man anstille lig- 
nende Betragtninger. Ligningen bliver ved disse altid af 
Graderne 1 og r/^ 

Som Eksempel kunne vi betragte Ligningen (w = 2) 

{l^k'Å\z)yX\^z) = iÅ\z){\^Å\z)){l-k*X\z)), 

der er henholdsvis af Graderne 2 og 8; vi se heraf, at 
Å{\z), udtrykt ved Å{z), har 8 Værdier; de kunne be- 
stemmes ved Kvadratrødder, thi sætte vi 

VkÅi^z) = y; VJcÅ{z) = x, 

faa vi den reciproke Ligning 

53. Andre Delinger af Argumentet kunne føres til- 
bage til det Tilfælde, hvor Divisor er et Primtal; er 
dette det ulige Tal p, bliver Løsningen bestemt ved en 
Ligning af Graden p\ Abel har vist, at denne Ligning 
kan løses ved Rodstørrelser. For at bevise dette, ville 
vi søge Ligningens Monodromigruppe. 

Hvis en af Ligningens Rødder er ^( — )? ville de 

alle kunne skrives som 

z-\-a-'^a)^-\~j3-a)^ 



/z±a^^aj^±/^,\ 



Å 

P 

hvor a og /9 have Værdierne O, 1, 2, ... j9 — 1; vi ville 
betegne dem ved r^^. 

Lad os nu antage, at Å{z) beskriver en lukket Vej; 
dette kan ske ved, at z gennemløber et Antal Perioder, 
eller ved, at z gaar til co^—z eller et af de dermed ens- 
liggende Punkter. Er i det første Tilfælde Antallet af 

21 
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^gennemløbne Perioder henholdsvis m og n, gaar enhver 
Rod r^^ over til r^^^ ^^^, hvor for disse Indices er at 
tage deres Rester for Divisor p, I det andet Tilfælde 
har man 

der falder sammen med det foregaaende Tilfælde, da 
i^;-]) er et helt Tal. 

Vi se saaledes, at naar /\z) gennemløber en hvilken 
som helst lukket Vej, ville alle Rødderne ændres saa- 
ledes, at hver af de to Indices bliver forøget med be- 
stemte Tal, saa at for alle Værdier af a og /? disse 
blive til a-[-^^ og /9 + w, hvor m og w ere mindre end ^;. 
De herved bestemte Substitutioner, hvis Antal er ^*, 
danne Ligningens Monodromigruppe. Af bekendte Sæt- 
ninger i Substitutionsteorien følger da, at Ligningen kan 
reduceres til Abelske Ligninger af Graden p, og disse 
kunne løses ved Rodstørrelser. 



INTEGRALERNE AF ANDEN OG TREDJE ART. 

54. Vi have set, at de tre dobbeltp. Funktioner ere 
de omvendte Funktioner af elliptiske Integraler af første 
Art, og ville nu vise, at Integralerne af anden og tredje 
Art ikke kunne have omvendte Funktioner, der ere 
dobbeltp. og entydige. Da de tre Integraler ere tagne 
paa den samme Riemannske Flade, ville de samme 
Tværsnit bestemme deres Periodicitetsmoduler, og de 
ville derfor hvert faa to saadanne, analoge med dem, 
der høre til Integralet af første Art. 



DE ELLIPTISKE FUNKTIONER. 323 

Nu bliver imidlertid Integralet af tredje Art logarit- 
misk ueiwleligt i to Punkter, og det faar derfor en tredje 
Periodicitetsmodul af Formen ^kiA, Heraf følger da 
straks ifølge Jacobis Sætning, at dets omvendte Funktion 
maa have uendelig mange Værdier. Integralet af anden 
Art bliver ikke logaritmisk uendeligt og har derfor i 
Virkeligheden kun to Periodicitetsmoduler , der ved Af- 
bildningen bestemme et Periodeparallelogram. Dette vil 
imidlertid komme til at indeholde et Forgreningspunkt ; 
for at vise dette tage vi lettest Integralet 



.-< 



2i^dz 



.) A {z, k) ' 

her falde Værdierne af Funktionen under Integraltegnet 
sammen for 2; = O, men dette Punkt er ikke noget 
Forgreningspunkt, da Funktionen i Nærheden af det for- 
holder sig som z^; man har da i Nærheden af dette 
Punkt 

w — w^ = ±i-^'; ^ = ±V^(W' — ^O^ 

saa at i ic = w^ tre Blade hænge sammen. Vi se saa- 
ledes, at z er flertydig, og vi kunne vise, at Værdiantallet 
er uendeligt; til endelige Værdier af w svare nemlig 
endelige Værdier af ^, da tv kun bliver uendelig for 
^ == 00, og da bliver algebraisk uendelig. Hvis z havde 
et endeligt Antal Værdier, maatte da en symmetrisk 
Funktion af disse være en entydig dobbeltp. Funktion, 
som ikke blev uendelig, og dette vide vi er umuligt. 

55. Mellem de til Integralet tv af første Art hørende 
Perioder ^co^ og co^ og de til Integralet {tv) af anden 
Art hørende Perioder ^{w^ og {w^ findes der en Rela- 
tion, som er funden af Legendre. For at udlede den 

21* 
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ville vi betragte 

{ tv {ivydz , 

som vi ville føre positivt langs Begrænsningen af den 
enkelt sammenhængende Flade, til hvilken den til A {z, k) 
hørende tobladede Riemannske Flade reduceres ved to 
Snit. Denne Begrænsning har den Form, som vi have 
fremstillet paa Figuren Pg. 65. 

I to Nabopunkter af Kurverne 1 og 2 har A og 
derfor («*)' samme Værdi, medens dz har forskelligt 
Tegn. Integralet iv har paa 2 en Værdi, der er lig den 
paa 1 plus Integralets Værdi, naar det tages langs 4; 
Integralet langs 1 og 2 kan derfor sammentrækkes til 

—\<o^{ivydz , 

taget langs 1, og faar saaledes Værdien — 2r<;,(ft;J; paa 
samme Maade ser man, at Integralets Værdi, naar det 
tages langs 3 og 4, bliver ^co^{w^. 

Vi kunne nu imidlertid bestemme Integralets Værdi 
paa en anden Maade; da det nemlig tages langs Om- 
kredsen af et enkelt sammenhængende Areal, er det lig 
^Tzi Gange Summen af Residuerne i Arealet. Om denne 
Sum tør vi ikke slutte, at den er Nul, da Arealets Be- 
grænsning ikke kan sammentrækkes til et Punkt uden at 
passere det begrænsede Areals Punkter. 

I Forgreningspunktet 1 forholder w sig som (1— ^)*, 
{tvy sig som (1 — z)~^. Funktionen er saaledes her 
endelig, og det samme gælder om de andre Foi^renings- 
punkter; tilbage have vi da kun at undersøge de to 
Punkter oo. Idet vi sætte z = w~\ finde vi, at tv i 
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Nærheden af m = O forholder sig, paa et konstant Led 
nær , som -^ u:k , medens ( w )' forholder sig som 
J::Å:?*-2^ Jjyqj. Fortegnet de to Steder er det samme. 
Produktet har derfor i begge Punkter Residuet -|- 1. Vi 
have saaledes Legeridres Relation 

w^{co^) — (o^{w^) == ^TzL (3G) 
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KAPITEL V. 

TRANSFORMATIONER AF DE ELLIPTISKE INTEGRALER. 



DEN ALMINDELIGE JACOBISKE TRANSPORMATION. 
56. For et Dififerenlial af Formen 

dtj 



/:rv» 



VY 

hvor 



(1) 



har Jacobi (Fundamenta nova. 1829) stillet sig den Op- 
gave at bestemme to hele Funktioner af a;, ?7 og F, 
begge af Graden ^p eller den ene af Graden p^ den anden 
af Graden p—X, saaledes, at Differentialet ved Substitu- 
tionen y = ?7:Fgaar over til et nyt Differential af 
samme Form. Vi forudsætte, at f7 og F ikke have nogen 
fælles Faktor og sige da, at Substitutionen er af Graden p. 
Det ændrede Differential bliver 

(VU'—lJV')dx 



]/ai^U—aV){U—bV){U-cV){V'-dV) 

Opløse vi Faktorerne under Rodtegnet i Faktorer af 
første Grad, maa af disse kun fire forekomme enkeltvis, 
medens de øvrige maa forekomme parvis, saa at de 
kunne gaa uden for Rodtegnet. Da ?7 og F ikke have 



r 
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nogen fælles Faktor, kunne to af Faktorerne under Rod- 
tegnet heller ikke have nogen saadan, og en forekom- 
mende kvadratisk Faktor maa derfor lindes i en af de 
fire Faktorer. En Faktor, der findes to Gange f. Eks. i 
U — aV^ vil findes een Gang i Tælleren, idet 

VU'—UV =^ V{U—aVy-^V\U—aV). 

Disse Faktorer kunne saaledes bortforkortes. Da 
Størrelsen under Rodtegnet er af Graden 4/) , maa Pro- 
duktet af de kvadratiske Faktorer være af Graden 4^^ — 4 
og den Faktor, der bortforkortes, af Graden 2j9— 2. Af 
denne Grad er imidlertid ogsaa Tælleren, da Leddet af 
højst Grad er det samme i VU' som i UV\ hvis V og 
V begge ere af ^de Grad. Det ændrede Diflferential vil 
saaledes være af samme Form som det oprindelige. 

TRANSPORMATIONER AP PORSTE GRAD. 
57. Disses mest almindelige Form er 

y = ; mn, — nm, ^= D<^\j. (6) 

•^ m^-^n^x ^ * < ^ ' 

Ved denne faar man, efter at Brøkerne ere bort- 
skaffede, 

dy Ddx 



VY 1/"A ' 



(4) 



hvor X er et Polynomium af fjerde Grad, i hvilket den 
til y—a svarende Faktor er 

m -f nx — a {m^ -\- n^x) , 

der bliver Nul for 

in — dm, ,rK 

X = \ (5) 

an — n ^ ' 
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De fire Nulpunkter blive saaledes underkastede den 
samme lineære Ændring, og dette medfører som bekendt, 
at Dobbeltforholdet bliver uforandret, medens vi for Øvrigt, 
da vi have tre Konstanter at disponere over, kunne bringe 
de ny Nulpunkter til at tilfredsstille tre Betingelser. 

Vi ville nu særlig betragte Ændringen til de sæd- 
vanligt anvendte Normalformer. 

58. I den Riemannske Normalform ere Nulpunk- 
terne O, 1, 00 og y; lade vi disse henholdsvis svare til 

rf, h, c, d^ og forstaa vi ved disses Dobbeltforhold, naar 
de tages i den angivne Orden, 

a—h c—b 
a—d'c — d^ 

ville de fire ny Punkters Dobbeltforhold netop være /. 
Derved er altsaa X entydig bestemt, naar Rødderne i 
F = O ere bekendte og benyttes i en bestemt Orden ; 
ved Forandring af denne kunne vi som bekendt i det 
hele faa 6 af hinanden lineært afhængige Værdier af /, 
og X maa derfor, naar kun Koefficienterne i Y ere givne, 
bestemmes ved en Ligning af 6te Grad. For at danne 
denne maa vi gøre nogle Bemærkninger, hentede fra 
Invariantteorien. 

59. Dersom vi i en Form af nte Orden 

, n , . nin — 1) , , 2 

sætte 

hvor Substitutionsdeterminanten ad — ^y ikke er Nul, 
gaar Formen over til en ny Form af ^te Orden 

n 



^0^? + Y ^i'^r"' ^2+ • • • + ^nxl 
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Der gives nu visse hele Funktioner af Koefficien- 
terne a (herved forstaas a^, a^, a, ...), som, naar disse 
ombyttes med de tilsvarende J, blot blive multiplicerede 
med en Potens af Substitutionsdeterminanten. 

I disse Funktioner, de saakaldte Invarianter, ere 
alle Leddene af samme Grad i Koefficienterne (Invari- 
antens Grad), og alle Leddene have samme Indexsum 
(Invariantens Vægt). Vægten er netop Eksponent til 
den Potens af Determinanten, med hvilken Invarianten 
ved Ændringen bliver multipliceret. Af de hele Invari- 
anter kan man danne brudne, hvor Tæller og Nævner 
have samme Vægt; disse blive fuldstændig uforandrede 
ved de lineære Ændringer og kaldes absolute Invarianter. 

Formen af 4de Orden har de to Invarianter 



92 == «o« — *«i«3+3«2; 9s = 



Af disse dannes Discriminanten 



«, 


«1 


«. 


«. 


«, 


«. 


«2 


«8 


«4 



og den absolute Invariant 

60. Vi kunne nu let danne den søgte Ligning i Å. 
Bringe vi Funktionen under Rodtegnet i det Riemannske 
Integral paa homogen Form, faa vi 

da denne Form fremkommer ved en lineær Ændring af 
F, bragt paa homogen Form, maa den absolute Invariant 
i de to Tilfælde være den samme, og vi behøve kun at 
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beregne den for del ovenstaaende Udtryk for at faa 
Ligningen mellem Å og I. Vi faa derved 

i{X'—Å+ 1)" = 27/^(1-/)*/, (6) 

en Ligning, som vi have behandlet tidligere (Pg. 41). 

Vi se saaledes, at alle de elliptiske Integraler af 
første Art, for hvilke den absolute Invariant har den 
samme Værdi, føre til den samme (seksdobbelte) Rie- 
mannske Normalform, bortset fra en konstant Faktor. 

For at danne den Legendreske Normalform lade vi 

«, i, c, d henholdsvis svare til 1, — 1, k-K — k-^; \i 

faa heraf 

4A: 
^ = (TXjfc)«' (^) 

som indsat ovenfor giver 

{k*i-Uk'+iy = l08k\i — kyL (8) 

Weierstrass vil under Rodtegnet have et Udtryk, 
der under homogen Form er 

ix^x^ — Ax^x] — Bx\; 

Der kræves altsaa her af de ny Nulpunkter, at det 
ene skal falde i oc, medens de tre andre skulle have 
Summen Nul og Koefficienten til første Led skal være 4. 
Vi føje hertil den Betingelse, at Substitutionsdeterminanten 
skal være 1, saa at g^ og g^ ikke forandres ved Ændringen ; 
vi have 

^'o = ^*2 = 0; a, = 1; a^ = — -J^; a^ = —B, 
altsaa (/^ = A; g^ = B, og faa saaledes under Rodtegnet 

4.x'-g,x^g^. (9) 
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61. Ved den almindelige lineære Ændring have vi 

dannet Ligningen 

dy Ddx 

Den til ]/Y hørende Riemannske Flade er ændret 
til den, der hører til l/X; de to Flader ville, da Ændringen 
er lineær, svare til hinanden Punkt for Punkt, og navn- 
lig vil en lukket Kurve, der i den ene Flade ikke alene 
begrænser et Areal, i den anden Flade svare til en Kurve 
med samme Egenskab. Idet vi integrere de to Differen- 
tialer langs hvert sin af de to Kurver, viser Ligningen, 
at Integralernes Elementer stadig ere parvis lige store, 
og de to Integraler maa derfor faa samme Værdi. De 
gennemløbne Veje ere imidlertid Periodeveje, og de to 
Integraler faa saaledes de samme Periodicitetsmoduler. 
Da nu to hvilke som helst Funktioner af fjerde Grad kunne 
dannes af hinanden ved en lineær Ændring, naar de 
have den samme absolute Invariant, ville to Integraler 
af Formen (1), naar Funktionerne have samme /, have 
Periodicitetsmoduler, der kun ere forskellige ved Fak- 
toren D. Periodeforholdet bliver uafhængigt af denne 
Faktor og er derfor alene afhængigt af /. Dette stemmer 
med, at vi ved Betragtningen af k(z) have dannet en 
Ligning mellem q og l\ 

TRANSPORMATIONER AP ANDEN GRAD. 

62. Er Transformationen af anden Grad, maa to 
Faktorer af anden Grad kunne flyttes uden for Rod- 
tegnet; dette opnaas, naar man sætter 



y 



-a _ /m^nxV 

—o \w^^n^xl ' 
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Idet man her uddrager Kvadratroden og differen- 
tierer, faar man, idet D = mn^ — mWj, 

{a—b)dy Ddx 



men 

(mj -;- )\ xf — (m -\- nxf ' 
altsaa 

dy ^Ddx 



V\y — «) (y — b) {m^ -^ fi^xf — {m -f nxy 

Nævneren i den sidste Brøk tjener til at bortskaflfe 
Nævneren i {y — c){y — rf), og vi faa saaledes, idet vi 
sætte (f^ = 1, 

dy 2 Ddx 



V Y Vl(a-c) (m^+N^xf- [b-c) [ni+nxY] [(«-^) [tn^+n^xf- (b-d) (m-\-nxf] 
De ny Nulpunkter bestemmes ved 



m 



'^- -i 



nx . l/«— c , \/a—d 



Ville vi have Legejidres Normalform, kunne vi sætte 
m ^ «j = 0; m^ = J og lade de to første Nulpunkter 
være -*- 1 og — 1 ; vi faa derved 



l/a— c ,2 ^— ^* d—a ,,,7 jT-n r .... 

''==Vr-V ^=^Z:b''d^b'' 9 = i2V{a-d){b~c), (11) 

Vi faa her k^ udtrykt som et af de lire Nulpunkters 
Dobbeltforhold; dette stemmer ikke med det Udtryk, vi 
fik ved den lineære Ændring, men Multiplikatoren er i 
cle to Tilfælde forskellig. 
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ABELS TRANSFORMATIONSPROBLEM. 

63. Dersom vi sætte 

dy dx 



9rV{\-f)i,\-k\f) l/(l_a;^)(l_A'V) 



(12) 



og til iu = O lade svare y = y^, vil denne Ligning be- 
stemme y som Funktion af x. Denne Funktion vil i 
Reglen være transcendent, men den kan i særlige Til- 
fælde være algebraisk, og Abel har stillet sig den Op- 
gave at finde disse Tilfælde. I Differentialligningen er 
da k at betragte som givet, medens man søger saadanne 
Værdier af g^ og \^ for hvilke Ligningen har et algebraisk 
Integral. 

Betegne vi de to Rodstørrelser henholdsvis ved 
Ai(y) og /\{x\ og sætte vi 

dy _ . 1 — _ . (13) 




^A,(y) ' \/^{x) 



faa vi, idet Multiplikator og Modulus angives i Funktions- 
betegnelsen, 

X = A{z, 1,A:); y = l{z-\-a,g^,k;), (14) 

Skal der nu mellem x o% y findes en algebraisk 
Relation, maa der til een Værdi af enhver af disse 
Størrelser svare et endeligt Antal Værdier af den anden, 
og vi have i 25 set, at dette kræver som nødvendig og 
tilstrækkelig Betingelse, at de to Funktioner have et 
fælles Periodeparallelogram. Har dette Perioderne 2i?j 
og j2j, medens x o% y henholdsvis have de primitive 
Periodepar (2^;^, w^ og {^l(o[, w^, maa der altsaa findes 
Ligninger 
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hvor Koefficienterne ere hele Tal; lad N være Deter- 
minanten a\ — aj). For det til t/ hørende Periodepar 
gælde analoge Ligninger med Determinanten JV^. 

Løse vi de to Ligninger og de analoge med Hensyn 
til 2^«>j, co^, ^(o[^ (ol, faa vi disse udtrykt hneært ved de 
fælles Perioder med Koefficienter, der ere Brøker med 
Nævnerne N og N^. Er M disses mindste fælles Multi- 
plum, og sætte vi 



2j3, = J/.2e,; .y, = M's 



2' 



da ville de til x og y hørende Perioder udtrykkes lineært 
med hele Koefficienter ved ^s^ og e^. Disse bestemme 
et Parallelogram, der er fælles Maal for dem, der høre 
til iz; og 2/; er der et større Parallelogram med samme 
Egenskab, ville vi ved Se^ og s^ forstaa dettes Sider, og 
vi ville ved Å{z, e^, ej forstaa den dobbeltperiodiske 
Funktion, der har dette til primitivt Periodeparallelograni; 
den er forbunden med x ved en algebraisk Ligning, 
som med Hensyn til den er af anden Grad ; Funktionen 
har Nulpunkterne O og e^; vi faa derfor en lige Funk- 
tion, naar vi for z sætte ^ + ^£1; paa samme Maade 
danne vi af x en lige Funktion, naar vi for z sætte 
z-\-^Q)^; mellem disse to Funktioner have vi set, at der 
eksisterer en Ligning, som med Hensyn til den første er 
af første Grad; ombytte vi i denne Ligning z med 
z — lco^, og sætte vi 

/(^ + .^-£i— ^Wj, e„ cj == it, 

have vi i ti en dobbeltp. f^unktion , der udtrykkes ratio- 
nalt ved x; paa samme Maade se vi, at 
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udtrykkes rationalt ved y. 
Idet vi nu sætte 

^ + 5(^1— ^^1) = C; a + H^i — ^O = /?^ 
have vi 

hvor Perioderne i begge Tilfælde ere Se^, e^; ved disse 
ere Multiplikator og Modul bestemte; lad dem være g^ 
og k^. Sætte vi med Bibeholdelse af Perioderne k{^) = h^ 
giver Additionsteoremet 

der giver Formen for Relationen mellem x og y. Lig- 
ningen viser, at v, der er en rational Funktion af y, ud- 
trykkes rationalt ved x og Kvadratroden af et helt Poly- 
nomium i x. 

Vi have saaledes vist, at der, hvis Opgaven har 
Løsninger, maa eksistere rationale Ændringer, der gøre 
Ligningerne 

du dx dv dy 

identiske; i den første af disse er da k given, medens 
K ^S 92 ^^'^ søgte ; ved disse maa da g^ og \ bestemmes 
af den anden Ligning; vi have altsaa her den samme 
Opgave som den, vi stillede, men i en væsentlig simpli- 
ficeret Form, idet vi nu kun have at gøre med rationale 
Løsninger. Ved Transformationsproblemet forstaas i 
Pæglen denne specielle Opgave; den er omtrent samtidig 
løst af Abel og Jacobi. 
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Idet vi vende tilbage til de oprindelige Betegnelser, 
antage vi altsaa, at vi have 

y = ^{z-\-a,g^,ky, x = X(z,\,k), (15) 

hvor y er en rational Funktion af x ; dette kræver , at 
man maa have 

hvor a, 6, a^, b^ ere. hele Tal. 

Til een Værdi af x svare to Værdier af z^ nemlig 
z og o/j — z; til disse skal der svare samme Værdi af y, 
saa at 

hvor Perioderne ere ^la}[ og a)[. Dette kræver 

hvor 2^ og g' ere vilkaarlige hele Tal. Er denne Betingelse 
opfyldt, vil een Værdi af x kun give een Værdi af y og 
y saaledes være en rational Funktion af x. Ligningen 
er i y af Graden ab^ — ba^, der angiver Transformationens 
Grad. 

65. Er y = <p{x) den søgte rationale Ligning, maa 
<p{x) foruden af x være afhængig af de i Differential- 
ligningen indgaaende Konstanter, og saadanne Ændringer 
af Differentialligningen, der ikke forandre Problemet, 
maa, udførte i den rationale Løsning, enten lade denne 
uforandret eller give ny Løsninger. Vi kunne her 
mærke os: 

k og k^ kunne ombyttes med — A og — \, 
To af Størrelserne æ, y og g kunne samtidig skifte 
Fortegn. 
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1 1 

X kan ombyttes med — j- eller y med — ^ 



y kan ombyttes med k^y^ naar^^ først ombyttes v[\eågjc^ 
1 
og ij med t: ; de forskellige Værdier af \^ som svare til 

et givet i, ere derfor to og to reciproke. 
Vi skelne nu mellem 4 Tilfælde: 

1. a iiligey b lige. Man faar « = /?/«;(+ i ?/«'^ hvor 
Pi ^o 9i ^^^ h^l^ '^^' « ^^^^ saaledes, bortset fra hele 
Perioder, de fire Værdier O, o)[, ^a/^, \a)^-\-co[. De to 
første give y Værdier, der ere lige store med modsatte 
Tegn, og det samme er Tilfældet med de to sidste. 

Endelig udledes den tredje af den første ved Substitutionen 
1 
T^ (42) ; vi have her da kun at betragte Ligningen « = 0. 

Ky 

2. a lige, b ulige, a = h{^Pi+^)<^[+jmi+^X 
== ±2^1=bi^2» "^^^ behøver kun at betragte en af 
Løsningerne, da de andre udledes deraf ved Substitu- 
tionerne —y og ^j— 

3. a og b ulige. Dette Tilfælde kan henføres til 
det foregaaende, idet man for det primitive Periodepar 
{^co[, oj^ tager det andet primitive Par {%o[, ^a)[-\-co^; 
derved ombyttes a med a— />, som er et lige Tal. 

4. a og b lige, a = ^ (2^^ + 1) ^i + 2 2i <o'^ ; de fire 
Værdier ere :^\a}[ og dz 2 ^1+2^2? ^^ disse behøver 
man kun at betragte \w\, 

TRANSPORMATIONER AP PøRSTE GRAD. 

66. Her kan det fjerde Tilfælde ikke indtræde, da 
vi have ab^ — ba^ = 1; da det tredje reduceres til det 
andet, have vi saaledes af væsentlig forskellige Tilfælde 
kun at betragte 1 og 2. 

22 
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1. a ulige, b lige, « = 0; b^ maa være ulige; vi 
sætte da a = ^r+U J> = 2;?, \ = 2/9^+1 og have 



CO 



, = (2^ + l)a>; + /?.o;; æ, = 2a,a>; + (2^,+ 1)^;. 



Heraf ser man, at de to Funktioner x og y have de 
samme Nulpunkter og Poler, saa at deres Forhold er 
en Konstant; denne og de tilsvarende Værdier af g^ og 
h\ bestemmes let ved Indsættelse i Differentialligningen. 

± Er a lige og b ulige, benytter man lettest den 
direkte Indsættelse. Da Ligningen maa være af første 
Grad i ar, har den Formen 

y = — — • 

m 

Et af Dobbeltforholdene mellem de fire Nulpunkter 
i X er f. Eks. 



(S): 



Og vi have derfor til Bestemmelse af i^ 



(S;) 



/, 



hvor der for Å kan sættes ethvert andet af de 6 Dobbelt- 
forhold. 

Have vi valgt et af disse, er derved bestemt, hvor- 
ledes Nulpunkterne i X og Y svare til hinanden, og 
derved bestemmes da Koefficienterne i Udtrykket for y. 

Vælge vi f. Eks. Dobbeltforholdet 

_J__{i±]cr 

faa vi 

,. _ (inij)! (16, 
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Herved ere Nulpunkterne bestemte som svarende 
parvis til hinanden, nemlig y- til 1, —1 til — y- , 1 til 

Man faar heraf 

, , . m-n , km—n ^ 

1//7+1 1-æVk ,.-, 

y = -^ -, (17) 

Ved Bestemmelse af Multiplikatoren kan man sætte 
æ = 0; man finder 

<j, = ±-li{i-k), (18) 



TRANSFORMATIONER AP HajERE GRAD. 

67. Er Transformationen af Graden /*, have vi 
ab^ — 6åj = 71, der udtrykker, at Arealet af Parallelo- 
grammet (2ftjj, o)^) er n Gange Arealet af {^co[, w'^); 
vi faa imidlertid den samme Værdi af Determinanten, 
hvis vi sætte 

og vi have tidligere vist, at to til samme Net hørende 
Parallelogrammer med samme Areal kunne overføres til 
hinanden ved en Ændring med Determinanten 1. Vi 
kunne altsaa, idet vi udføre en Transformation af første 
Grad, reducere Opgaven til følgende: 

At udtrykke Funktionen ?.{z, co^ med Perioderne 
ilw^ og w^ ved Funktionen Å{z, nco^ med Perioderne 2a)^ 

og nco^, 

22* 
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Vi ville forudsætte, at n er et ulige Tal ; man har da 
Å {z, Q)^) = AnX{z-\- qw^ j nio^ , ( 19) 

hvor q skal have Værdierne fra — ^(n— 1) til |(w — 1), 
begge medregnede, og hvor A er en Konstant; man ser 
nemlig straks, at do to Funktioner have de samme Nul- 
punkter og Poler. 

Af Additionsteoremet for X{z) udleder man let 
Formlen 

,(,-.0^.-0 = ^J!g-^% . (20) 

Man kan benytte denne Formel til at sammentrække 
Faktorerne i (19) to og to, nemlig saadanne, der svare 
til lige store Værdier af q med modsatte Tegn, medens 
den, der svarer til g' = O, bhver staaende. Resultatet 
er altsaa et rationalt Udtryk i X{z^ nw^^ hvor Tælleren 
er af Graden w. Nævneren af Graden n—\. 

For at bestemme Konstanten A kan man mærke 
sig, at (19) ogsaa gælder, naar man for Å sætter ^3, idet 
Funktionerne paa Lighedstegnets to Sider tilfredsstille de 
samme Periodicitetsbetingelser og have de samme Nul- 
punkter. Gaar man paa sædvanlig Maade over til en af 
de andre 0- Funktioner, vil Ligningen blot blive ændret 
ved, at en af disse kommer for ^3, og navnlig vil den 
konstante Faktor ikke blive forandret. Ved Divisjon af 
de saaledes erholdte Ligninger, nemlig de, der gælde for 
^j og 0, og ved Benyttelse af den første Formel (3) 

finder man da _ 

A = Vl^iVK. (21) 

hvor k er den givne, k^ den søgte Modulus. Sætter man 
i (19) ;2? = ^o>p og erindrer man, at 
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finder man 

Produktet IJ kan bestemmes som Funktion af k ved 
en algebraisk Ligning, den saakaldte ModularUgning. 

Vi ville imidlertid ikke fortsætte disse Under*søgelser 
videre, da det udviklede er tilstrækkeligt til at vise 
Muligheden af det Abelske Transformationsproblems Løs- 
ning og de Metoder, som derved komme til Anvendelse. 
En detailleret Gennemførelse findes i Abels samlede 
Værker og i det forhen nævnte Værk af Briot og Bouquet. 
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DE ELLIPTISKE MODULFUNKTIONER. 



DE SCHWARZ'SKE 5 -FUNKTIONER. 

68. Vi have Pg. 231 omtalt den hypergeometriske 
Række, i hvilken vi betragte x som den variable, a, ^ 
og y som vilkaarlige Parametre; vi have set, at den til- 
fredsstiller en lineær Differentialligning af ^nden Orden, 
og at Forholdet s mellem to vilkaarlige af dennes parti- 
kulære Integraler bestemmes ved Ligningen af tredje 
Orden (hvor vi have sat z for x) 

m 

{s,z} = ^I, (1) 

t 

hvor / er den til Ligningen af anden*^ Orden hørende 
Invariant. Ligningen (1) har den Egenskab, at dens 
almindelige Integral skrives som en lineær Funktion af 
et vilkaarligt partikulært Integral, og de forskellige Grene 
af den ved Ligningen definerede Funktion ville derfor 
overføres i hinanden ved lineære Ændringer. Enhver af 
Funktionens Værdier afbilder Halvplanen paa en Cirkel- 
buetrekant med bestemte af Parametrene afhængige 
Vinkler, hvis Toppunkter svare til Funktionens tre singu- 
lære Punkter O, 1 og ex. Differentialligningen definerer 
uendelig mange specielle Funktioner, svarende til for- 
skellige Værdier af Parametrene; det er disse som kaldes 
Tvekantsfuiiktioner eller Schivarz^ske s-Funktioner. 
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69. Afbilder man ved en af Funktionsværdierne den 
ene Halvplan paa en Cirkelbuetrekant, vil dennes Spejl- 
billede i en af dens Sider blive Billedet af den anden 
Halvplan; hvilken Side de to Trekanter have fælles, vil 
afhænge af, hvilket af den reelle Akses, ved Forgrenings- 
punkterne bestemte, tre Stykker, man passerer, idet man 
gaar fra den ene Halvplan til den anden; vi skravere 
som tidligere den ene af de to Trekanter, og en skra- 
veret og en ikke skraveret Trekant danne da tilsammen 
Billedet af den hele Plan, det vil sige af et Blad i 
5-Funktionens Riemannske Flade. Ved fortsat Spejling 
i Trekantsiderne faas Billeder af de andre Blade. 

Betingelsen for, at s-Funktionen er algebraisk, er, 
at man ved fortsat Spejling kun kan faa et endeligt 
Antal Trekanter. Vi have set et Eksempel herpaa i 
Ligningen Pg. 41, der bestemmer 6 skraverede og 6 ikke 
skraverede Trekanter, stemmende med, at Funktionen 
bestemmes ved en Ligning af sjette Grad. Enhver af 
denne Lignings Rødder er en lineær Funktion af enhver 
af de andre, og enhver af de lineære Ændringer, der 
føre en Rod over i en anden, vil føre et Trekantpar 
over paa et af de andre. 

Den nævnte Ligning bestemmer netop Dobbelt- 
forholdet ved den absolute Invariant, og det første er 
saaledes en algebraisk 5- Funktion af det sidste. Tre- 
kantens Vinkler ere |;r, i;r og ^;r, svarende til, at i 
Forgreningspunkterne henholdsvis to, to og tre Blade 
hænge sammen. Et andet Eksempel paa algebraiske 
s-Funktioner have vi i Vk som Funktion af i; her er 
Ligningen af Graden 24 og Vinklerne -Jtt, ^t: og -J;r; 
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endvidere i \'k soui Funktion af x, hvor Ligningen er af 
fjerde Grad og Vinklerne alle ^tt*. 

70. Af .^-Funktionerne ville vi kun beskæftige os 
med saadanne, hvis omvendte Funktioner ere e^itydige 
Funktioner. Betingelsen herfor er, at de ved Spejling 
dannede Trekanter ikke paa noget Punkt overdække 
Planen mere end een Gang. Da en Trekant ikke i sit 
indre har noget Forgreningspunkt , og Trekanterne, dei- 
ligge omkring en fælles Vinkelspids, ere afvekslende 
skraverede og hvide, saa at deres Antal er lige, kræves 
hertil, at enhver af Trekantens Vinkler er et Submulti- 
plum af Tz, Hertil maa dog regnes, at en Vinkel kan 
være Nul; i det tilsvarende Forgreningspunkt ^ille da 
uendelig mange Blade hænge sammen, og Funktionen 
er nødvendigvis transcendent ; vi have tidligere (Pg. 229) 
omtalt, at der i Funktionens Rækkeudvikling fra et For- 
greningspunkt, i hvis Billede de to Cirkelbuer røre hin- 
anden, vil indgaa Logaritmer. 

Vi have betegnet Vinklerne i Trekanterne med 
^T, fxTt og yTT og set, at den nødvendige Betingelse for, 
at den omvendte Funktion er entydig, er, at ^., fi og v, 
for saa vidt de ikke ere Nul, ere Brøker med Tælleren 
1. De reciproke Værdier af /, ;/, y maa derfor være 
hele Tal; vi ville betegne dem ved k^, n^, u^. 

Vi dele nu Trekantsfunktionerne i Funktioner af 
første, anden eller tredje Art, eftersom 

1 1 1 > 

' ' ^ 1 . (2) 



Å, fi, ' V, < 



* Klein: Theorie der elliptischen Modulf unctionen ved Fricke. 
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I første Tilfælde findes der, som man let efterviser, 
ingen andre Løsninger end {n positiv hel) 

%%n; 2,3,3; 2,3,4; 2,3,5. 

Disse staa alle i nær Forbindelse med de regulære 
Legemer; Trekanterne kunne nemlig ved en passende 
stereografisk Projektion overføres saaledes paa Kuglen, 
at Siderne blive Storcirkelbuer; Trekanterne blive da 
afvekslende kongruente og symmetriske og bestemme en 
regulær Inddeling af Kuglens Overflade*. Schvirarz har 
først i en berømt Afhandling (Grelles J. Bd. 75) vist, at 
herved alle de 5-Funktioner ere bestemte, hvis omvendte 
Funktioner ere rationale Funktioner. 

7L I det andet Tilfælde ere Trekantsiderne rette 
eller Dele af Cirkler, der gaa gennem samme Punkt. 
Løsningerne ere 

2, 3, G; 2,4,4; 3,3,3; 2, 2, x . 

Idet man tager Trekantsiderne rette, faar man 
Planen overdækket netop een Gang, men da der hertil 
benyttes uendelig mange Trekanter, er den omvendte 
entydige Funktion transcendent. I Nærheden af det 
uendelig fjerne Punkt faar Funktionen alle Værdier 
uendelig mange Gange. 

72. I det tredje Tilfælde kunne vi, hvad der kan 
opnaas ved en lineær Ændring, tænke os, at de to Sider 
ere rette Linier; ere disse AB og AC^ maa BC^ da 
Vinkelsummen er mindre end n, være Bue af en Cirkel, 
der ikke indeslutter A^ saa at vi fra A kiinne trække 
reelle Tangenter til Cirklen. En Cirkel med A til Centrum 



* Klein: Das Ikosaeder. 
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og Tangenten til Radius skærer Trekantens tre Sider 
under rette Vinkler; da dette Forhold ikke forandres 
ved lineær Ændring, se vi saaledes, at der ved enhver 
til en Funktion af tredje Art hørende Trekant eksisterer 
en for Siderne fælles, reel Orthogonalcirkel. Denne 
Cirkel har visse Egenskaber, der ere af stor Betydning 
for den følgende Undersøgelse. 

Ved enhver Spejling af Trekanten i en af dens 
Sider bliver Orthogonalcirklen liggende. 

Spejle vi i Siden AB, og har denne Centrum O, 
ville dens Skæringspunkter med Orthogonalcirklen blive 
liggende, medens Orthogonalcirklen vedblivende maa røre 
Radier fra O til disse Punkter. Da Orthogonalcirklen 
derved er entydig bestemt, maa den blive uforandret 
ved Spejlingen. 

Trekanten maa ligge helt inden for eller helt uden 
for Orthogonalcirklen, 

I det betragtede særlige Tilfælde faldt Trekanten 
helt inden for Cirklen; alle andre herfra væsentlig for- 
skellige Tilfælde kunne dannes ved Inversjon (idet Drej- 
ning o. s. V. ikke forandre det undersøgte Forhold); nu 
afbildes ved en Inversjon det indre af en Cirkel enten 
som det indre eller som det ydre af en Cirkel, og deraf 
følger da Sætningen. 

Da det ene Forhold kan ændres til det andet ved 
en Inversjon, ville vi forudsætte, at den Trekant, vi gaa 
ud fra, ligger inden for Orthogonalcirklen; dette maa da 
ogsaa vedblivende være Tilfældet med de ny ved Spej- 
ling dannede Trekanter, idet Inversjonscentret stadig er 
Skæringspunkt for to Tangenter til Orthogonalcirklen og 
derfor ligger uden for denne. Er en af Trekantens Vinkler 
Nul, ligger dens Toppunkt i Orthogonalcirklens Periferi. 
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Af disse Sætninger følger nu, at man ikke ved Fort- 
sættelse kan komme ud over den faste Orthogonalcirkels 
Periferi. Jo mere man nærmer sig denne, desto mindre 
blive Trekanterne, og i Nærheden af et af Periferiens 
Punkter findes uendelig mange uendelig smaa Trekanter; 
alle disse Punkter blive derfor væsentlig singulære Punkter 
for den omvendte, entydige Funktion, og Periferien 
danner dennes naturlige Grænse. Læseren opfordres til 
at tegne en hertil hørende Figur for Tallene 2, 3 og 7. 
For Simpelheds Skyld kunne de to Sider, der indeslutte 
Vinklen |;r, tages som rette Linier. 

PERIODEFORHOLDET SOM TREKANTSFUNKTION. 

73. Vi have gennem de elliptiske Funktioners Para- 
metre stiftet Bekendtskab med algebraiske s-Funktioner 
og skulle nu se, at vi i Periodeforholdet, taget som Funk-* 
tion af en af Parametrene, have en transcendent Funk- 
tion af tredje Art. De omvendte entydige Funktioner 
kaldes i de her nævnte Tilfælde elliptiske Modul funktioner, 
idet der ved Modulfunktioner i Almindelighed forstaas 
saadanne, der blive uforandrede ved en endelig eller 
uendelig Gruppe af lineære Ændringer af deres uafhængig 
variable. 

Allerede Legendre har set, at et elliptisk Integrals 
Perioder tilfredsstille en lineær Differentialligning af anden 
Orden. De Beviser, der ere givne for denne Sætning, 
ere temmelig sammensatte; vi skulle her give et meget 
simpelt Bevis, idet vi betragte Periodeforholdet som 
Funktion af Dobbeltforholdet. 

Idet vi sætte 



Vz{\-z)(i~/a) = V, 



:MS KAPITEL VI. 

differentiere vi r(l — åz)~' med Hensyn til z; vi faa 
derved et Diflferential , hvis Integral er algebraisk, og 
hvis Perioder, bestemte ved de sædvanlige Periodeveje 
paa den til v hørende Riemannske Flade, derfor ere 
Xul. Differentialet bliver 

Sætte vi nu 



_ {dz du _ Cdz z d^u _ ^dz 3^ 

" ~ JT ' Ti ~ JT m-Xz\ ' dJ: ~" .U 4(T^ 



2 9 



faa vi, naar vi multiplicere de tre Udtryk henholdsvis 
med 1, 4(2^—1), 4;.(/— 1) og addere, under Integral- 
tegnet netop det ovenstaaende Differential; idet vi inte- 
grere langs en vilkaarlig Periodevej, bliver Integralet 
Nul, og vi have saaledes, idet u betegner en vilkaarlig 
Periode, 

Denne Ligning er imidlertid et specielt Tilfælde af 
Ligningen (16) Pg. 231, nemlig for a = /? = | ; ;- = 1, 
hvoraf atter / = ^r« = y = O. Vi have saaledes følgende 
Sætning: 

Periodeforholdet som Funktion af Dobbeltforholdet er 
en Trekantsfunktion, der afbilder Halvplanen paa en 
Cirkelbuetrekant, hvis Vinkler alle ere NuL 

I Figuren have vi forudsat, at Trekanten er lige- 
sidet, hvad der altid kan opnaas ved en lineær Ændring; 
ved Tilføjelse af ny Trekanter ved successiv Spejling ud- 
fyldes stadig en større og større Del af Cirklens Areal. 
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Alle Vinkelspidser falde i Periferien og fylde denne 
tættere og tættere uden Grænse. 

74. Da enhver Cirkel ved Inversjon kan bringes 
over paa de reelle Tals Akse. og dennes Stykker ved 
s-Funktioner afbildes som Cirkelbuer, maa Funktionerne 
overhovedet afbilde Cirkelbuer som Cirkelbuer; ved Hjælp 
af denne Bemærkning kunne vi bestemme den til w som 
Funktion af den absolute Invariant I hørende Figur. 

Vi have Pg. 43 afbildet /-Planen ved Funktionen ;. 
og derved faaet en Inddeling af ^.-Planen i 6 Par Tre- 
kanter, hvis Sider dels falde paa den reelle Tals Akse, 
dels skære denne under rette Vinkler. Denne Inddeling 
af ^-Planen medfører nu en dermed konform Inddeling 
af de enkelte Trekanter i r<>-Planen, nemlig den, som 
bestemmes ved Trekanternes Højder; vi faa derved en- 
hver af Trekanterne i Figuren ovenfor delt i 6 andre, 
der have Vinklerne i;r, ^r og O, og vi have saaledes 
bestemt den til w som Funktion af / svarende Figur, 
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eller rettere en af denne ved en lineær Ændring dannet 
Figur. Da Periodeforholdet altid maa have en ima^nær 
Del med positiv Koefficient, niaa en fuldstændig Bestem- 
melse af Figuren give en Oiihogonalcirkel , der er gaaet 
over til de reelle Tals Akse, Til nærmere Bestemmelse 
kræves, at man kender en enkelt Trekant, hvis Vinkel- 
spidser svare til 7 ^ O, 1 og x. 

For at finde en saadan sætte vi i det Riemaniiske 
Integral / = — 1 og jr = — y; vi faa derved 

f dx .f ~' <iff 



\V!/ 



Her bestemme de to Int^raler netop Halvdelene 
af et Par Perioder, og vi sesaaledes, at i er en af de 
Værdier af Periodeforlioldet, som svare til ^. = — 1 eller 
/ = I. 

Paa samme Maade tinder man, idet man sætter 
>i = ^ og i—^x = y, hvor /?"— /3+ 1 = 0. at dertil 
/ = O svarer et Periodeforhold, lig den af de komplekse 
Værdier af li, hvis imaginære Del er positiv. 
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Da Siderne i den søgte Trekant skulle skære de 
reelle Tals Akse under rette Vinkler, er herved den ene 
Side bestemt som hørende til en Cirkel, hvis Centrum 
er Punktet O, og hvis Radius er 1. Idet de manglende 
Sider danne bekendte Vinkler med den fundne og med 
de reelle Tals Akse, bestemmes de som rette Linier, 
vinkelrette paa den sidste. Til / = oo svarer saaledes 
det uendelig fjerne Punkt paa de imaginære Tals Akse; 
da de andre til / = oo svarende Punkter findes af det 
ene ved lineære Ændringer med hele Koefficienter og 
Determinanten 1, blive de alle reelle og rationale. 



MODULSUBSTITUTIONERNES INDDELING. 

75. Ved Modulsubstitutionerne forstaa vi de lineære 
Ændringer, hvis Koefficienter ere hele Tal med Deter- 
minanten 1. Idet to saadanne ved Sammensætning give 
en af samme Slags, danne de alle en Gruppe, Modul- 
gruppen, 

Der vil i Reglen være to af Planens Punkter, som ikke 
flyttes af en given Ændring; disse kaldes dennes Dobbelt- 
jjunkter og bestemmes ved Ligningen 

aco-\-b 
ca)-\-a 

saa at vi for Dobbeltpunkterne faa 



a\ ^ a—d±V{a-\- dy—i 



(4) 



Ved Indførelse af Dobbeltpunkterne kunne vi bringe 
Ændringen paa Formen 
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iii — a T (O — a .^. 

—f — A = ^ ^^ (^) 

io — p io — p 

hvor man, idet to = a svarer til m = -^ finder 

t = |(a + d - Via :\l^-i)\ (6) 

hvor vi kun have sat eet Fortegn for Rodstørrelsen, da 
de to Værdier af h have Produktet 1 og saaledes be- 
stemme to Ændringer, der ere hinandens omvendte. 

De fundne Resultater benyttes til en Inddeling af 
Ændringerne i tre Arter. 

1. Er (a-|-rf)*>4, kaldes Substitutionen hyperbolsk. 
Dobbeltpunkteme ere forskellige og reelle, og k er reel, 
positiv og forskellig fra 1. (5) viser, at de to Brøker 
have samme Argument, eller at co\ co^ a og /8 ligge paa 
samme Cirkelperiferi. Substitutionen er af uendelig høj 
Orden og opløftes til Potensen n, naar k opløftes til 
denne Potens. For n voksende i det uendelige nærmer 
det ændrede Punkt sig til a, hvis A;< 1, til yS, hvis k>\. 
Disse Substitutioner kunne ikke forekomme ved de alge- 
braiske Trekantsfunktioner. 

Som Eksempel kunne vi nævne w' = — P-r ^^^ 

Q}-\- l 

Dobbeltpunkterne « = i(l + l/5); ^ = i(l — j/S) og 
k = ^-(7-3K5). 

2. Er {a -\- df = 4, kaldes Substitutionen parabolsk, 
a og fi falde sammen i et reelt og rationalt Punkt, og 
Formen (5) kan ikke benyttes; den erstattes af 

1 1 

+ A, ■ (7) 



CO — a CO — a 

eller for « = qc 

co'=co-^A, (8) 
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hvor A er en rational Konstant. Ændringen er af uende- 
lig høj Orden, og ved fortsat Anvendelse af den nærmer 
Punktet sig til Dobbeltpunktet, stadig faldende paa en 
Gu'kel, der rører Aksen i dette Punkt. 

Paa den anden Figur se Ai, at det til / = oo sva- 
rende Punkt ioo er Dobbeltpunkt for w' = co^l. 

3. (a + ^)*<4-. Substitutionen kaldes elliptisk. Da 
Koefficienterne ere hele Tal, have vi kun to mulige Til- 
fælde, nemlig (a-{-dy = O og (a-\-dy = 1. 

Dobbeltpunkterne ere konjugerede komplekse Punkter, 
og man har i de to Tilfælde henholdsvis A: = — 1 og 

k = = , saa at Substitutionerne ere henholdsvis 

af anden og tredje Orden. Da Substitutionens Dobbelt- 
punkt (vi mene hermed særlig det, der ligger over de 
reelle Tals Akse) ved dens Anvendelse bliver liggende, 
kunne vi med en udvidet Betydning af Ordet opfatte 
dens Virkning som en Drejning af Figuren om dette 
Punkt, idet Drejningens Størrelse henholdsvis i de to 
Tilfælde er n og §;r. Dobbeltpunkterne blive derfor 
saadanne Punkter, i hvilke henholdsvis 4 og 6 afveks- 
lende skraverede og hvide Trekanter støde sammen. 

76. De to Figurer ovenfor kunne tjene til at illu- 
strere disse Bemærkninger. Den første, hvor Orthogonal- 
cirklen ved en lineær Ændring er traadt i Stedet for de 
reelle Tals Akse, viser, at elliptiske Substitutioner ikke 
forekomme. I Virkeligheden bliver ^, som Funktion af 
ft>, ikke uforandret ved alle Modulsubstitutioner, idet 
visse af disse overføre de 6 Værdier af ;i i hinanden. 
Idet vi gaa over til den anden Figur, dele vi enhver 
Trekant i 6 andre, saa at en Dobbelttrekant, svarende 
til et helt Blad, bliver delt i 6 hvide og 6 skraverede 

23 
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Trekanter; disse støde sammen i Punkter, om hvilke 
der grupperes henholdsvis to eller tre Par, og som ere 
Dobbeltpunkter for elliptiske Substitutioner. Til een 
Værdi af I svarer eet Punkt i hvert af de 6 Trekants- 
par, og disse Punkter bringes over paa hinanden ved de 
elliptiske Ændringer. Kun eet af de 6 Punkter svarer 
til en given Værdi af >l, medens de andre svare til de 
andre 5 ved X bestemte Værdier af Dobbeltforholdet. 
Særlig se vi, at det til 2 = 1 svarende Punkt t , om 
hvilket der ligger to Par Trekanter, saa at A: = — 1, 

svarer til Substitutionen a/ = . Da alle Modulsubsti- 

tutioner, som tidligere vist, kunne sammensættes af denne 
og den til / = 00 svarende parabolske Substitution, 
O)' = o)^l, maa den til oj som Funktion af / svarende 
Gruppe være den fuldstændige Modulgruppe. 

Man ser her Overensstemmelsen med Galois' Teori 
for de algebraiske Ligninger. Saalænge kun / betragtes 
som givet, have vi den fuldstændige Modulgruppe, men 
tilføjes yl, reduceres Gruppen til en Undergruppe, be- 
staaende af de Substitutioner, der ikke ændre Å. Man 
føres derved til at søge de Undergrupper, der findes i 
den fuldstændige Gruppe for derigennem at komme til 
ny Modulfunktioner. Denne Undersøgelse danner en 
væsentlig Del af de tidligere omtalte Forelæsninger af 
Klein. 

PICARDS UDVIDEDE SÆTNING. 

77. Vi ville nu benytte det udviklede til at bevise 
Picards Pg. 199 nævnte Sætning; vi antage da, at ^{z) 
er en hel transcendent Funktion, og at Ligningerne 
^(e) = O og ^[z) = 1 kun have et endeligt Antal 
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endelige Løsninger; vi skulle bevise, at <p(z) niaa være 
en rational Funktion eller med andre Ord, at den i 
Punktet 00 kun kan have en Pol. 

Idet O) {I) er Periodeforholdet som Funktion af den 
absolute Invariant, betragte vi Funktionen 

F{z) = w{<p{z)). 

Om = tegne vi en Cirkel -S, der indeholder 
alle de til (p{z) = O og ^(2;) = 1 svarende Punkter. 
Uden for Cirklen er der da intet andet singulært Punkt 
for F{z) end Punktet 2: = go, og dette skal nu under- 
søges nærmere. 

Idet z gennemløber en lukket Kurve, der indeholder 
S, vil ogsaa f{z) beskrive en lukket Kurve, og en Værdi 
O) af F{z) vil gaa over til en Værdi co\ der er dannet 
af (O ved en Modulsubstitution. Denne maa blive den 
samme for enhver lukket Vej, der gaar een Gang om- 
kring S, da to saadanne Veje kunne føres over i hin- 
anden ved kontinuert Ændring, uden at noget singulært 
Punkt passeres. Vi betragte nu hver for sig de tre 
Arter af Substitutioner, idet dog ogsaa den Mulighed, 
at Substitutionen kan være den identiske, maa tages i 
Betragtning. 

De elliptiske Modulfunktioner ere henholdsvis af 
anden og tredje Orden. I første Tilfælde er Multiplika- 
toren A; = — 1, saa at den ved Dobbeltpunkteme a og y9 
udtrykte Brøk (5) skifter Fortegn, naar z gaar om Punktet 
00 ; det samme gælder om Vz , og sætte vi 

w — a (p{z) 

w—(i~ Vz 

23* 
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maa derfor <p{z) være entydig i Omegnen af oo. Idet 
vi. forudsætte, at y? er det Dobbeltpunkt, der hai* negativ ^ 
imaginær Del, og lade z nærme sig til oo, vil o; ikke 
kunne nærme sig til /9, og Brøken kan derfor ikke blive 
uendelig. 

<p{z) kan saaledes ikke i oo have en Pol, da Funk- 
tionen i en saadan er uendelig af mindst første Orden 
eller et væsentlig singulært Punkt, da Funktionen i et 
saadant kan blive uendelig af saa høj en Orden, som 
man vil. Brøken paa højre Side maa derfor nærme sig 
til Nul, saa at w maa nærme sig til «, hvorledes end 
z nærmer sig til oc. Nu er imidlertid a en af de Værdier 
af o>, der, ligesom w = i, svare til / = 1 ; vi se altsaa, 
at (p{z) nærmer sig til 1, naar z nærmer sig til oo, og 
dette Punkt er derfor ikke singulært; dette er imidlertid 
umuligt, da <p{z) er en hel transcendent Funktion. 

Paa samme Maade viser man, at Substitutionen ikke 
kan være af tredje Orden, idet man her benytter Divisoren 

3 

Vz og finder, at f{z) nærmer sig til Nul for z ^^ oc. 
Substitutionen kan saaledes ikke være elliptisk. 
Er Substitutionen hyperbolsk, sætter man 



w—p 



hvor a og /? ere reelle, og a = /i, hvor k er den posi- 
tive Multiplikator; a kan antages at være positiv. Da 
den eksponentielle Faktor ligesom Brøken multipliceres 
med i, naar z gaar om oo, bliver (}}{z) entydig. Tegne 
vi om 00 en lille Cirkel s, vil denne og S begrænse et 
Areal, i hvilket (p{z) ikke kan blive Nul eller uendelig, 
thi den eksponentielle Faktor har en Modulus, der ikke 
kan faa en af disse Værdier, og a> kan kun antage 
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Værdien a eller Værdien y9, naar (p(z) er O, 1 eller c». 
Man kan derfor udvikle ^'(2;):^(ø) i en i Cirkelringen 
gældende Række (Pg. 171) 

hvor a^ paa Grund af Entydigheden af ^ maa være et 
helt Tal m; heraf følger da 

hvor P{z) uden for S er entydig og kontinuert undtagen 
i 00. Man har altsaa 

(O — p 

Nu kan Koefficienten til i paa venstre Side ikke 
ved nogen Variation af 2; skifte Tegn, medens vi kunne 
vise, at dette ikke gælder om Størrelsen paa højre Side, 
og derved vil det da være vist, at Substitutionen ikke 
kan være hyperbolsk. 

Sætte vi Eksponenten paa højre Side lig u -f- iv, vil 
den nævnte Koefficient skifte Tegn med sint;, og vi 
skulle derfor vise, at v ikke altid ligger mellem to paa 
hinanden følgende Multipla af ;r. Dette ses nu straks, 
naar m ikke er Nul, da v faar Tilvæksten 2?w;r, naar z 
gaar een Gang om 00. For m = O have vi 

, , 2;re* , . ^ttv , ^mu 
Iz H P{z) = , 

eller 

2 7rt' , , 27rp 2Kiu 
P{z) 

ze^ = g « g « . 
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Her har højre Side en Modulus, der ifølge vor For- 
udsætning om V altid falder mellem to endelige fra Nul 
forskellige Grænser, naar z nænner sig til oo. Dette 
gælder imidlertid ikke om venstre Side, hvad enten P{z) 
i oo har et almindeligt Punkt, en Pol eller et væsentlig 
singulært Punkt. 

Er Substitutionen parabolsk, sætte vi ((7)) 

1 Alz , ., . 

w — a ^TTt ' >^^ ^ ' 

hvor (p{z) da er entydig; vi faa heraf 

I w er Koefficienten til / positiv, og Modulus til 
venstre Side kan derfor ikke overstige 1. Punktet oo 
kan derfor ikke være et væsentlig singulært Punkt for 
Funktionen paa højre Side, og dette medfører, da A er 
rational, at ip{z) ikke i oo kan have en Pol eller et 
væsentlig singulært Punkt, hvad der atter medfører, at 
O) maa nærme sig til a, hvorledes end z nærmer sig til 
00 , eller at dette Punkt ikke kan være et væsentlig sin- 
gulært Punkt for ^(z). 

Tilbage have vi den Forudsætning, at Substitutionen 
er den identiske, saa at w er entydig uden for S. 
g27:iw yjj jg^ ogsaa være entydig og ikke kunne faa en 
Modulus større end 1. Dette er umuligt, hvis oo er en 
Pol eller et væsentlig singulært Punkt. Punktet maa 
derfor være et almindeligt Punkt, saa at ^^^'^ maa nærme 
sig en bestemt endelig Værdi a, naar z nærmer sig til oo. 

(O maa da nærme sig til 7.— Ja, der kun kan have een 

2711 
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Værdi, da w er entydig. Da nu den omvendte Funktion 
af O) er entydig, maa ^{z) i oo have et almindeligt 
Punkt eller en Pol. 

Vi have saaledes set, at ^(z) ikke i noget Tilfælde 
kan have et væsentlig singulært Punkt i Punktet oo, 
og Funktionen, der for Øvrigt er holomorf i hele Planen, 
maa da være en hel rational Funktion. 
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EETTELSEE. 



Pg. 1 1 L. 3 al læs alt. 

— 16 - 19 a læs a^, 

— 25 - 2 f. n. Puntet O læs Punktet a. 

— 63-4 Jacoby læs Jacobi. 

— 63-5 Sinusamplitude læs Sinus amplitude. 

— 64 - 16 Kl læs K'. 

— 65 Figuren £ læs k. 

— 67 ligeledes. 

— - 90 L. 1 f. n. dz mangler. 

— 95 - 6 f. n. hele læs rationale. 

— 99 - 17 sn.læs w (Eks. 7, Pg.63). 

— 119 - 6 og 7. Ligeledes. 

— 200 - 5 f. n. 5 læs d. 



